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VECTORES GEOMETRICOS

Definimos vectores como un conjunto ordenado de numeros que pueden escribirse en forma
horizontal o vertical. Aqui trabajaremos con una aplicacién de los vectores en el campo geométrico,
que son usados ademas en la fisica en conceptos como los de fuerza, velocidad, trabajo, etc.

CONCEPTO DE VECTOR GEOMETRICO

/Definici()n: Llamamaos vector o0 segmento orientado, a todo segmento en el que se ha

establecido un orden AB para sus extremos, se suele decir también que un vector es
un par ordenado de nimeros reales. Al primer punto extremo lo denominamos punto
inicial, y al segundo punto extremo, punto final del mismo. La recta que contiene al
vector determina la direccidn del mismo. Un vector queda determinado si se conoce
su modulo, es decir la distancia entre los puntos extremos y su direccién, por lo tanto
un vector es un ente matematico que se caracteriza por tener modulo y direccion

- _/

Notacion: Los vectores se indicaran con una letra mindscula con una flecha arriba o también, con el
nombre del punto inicial y final (Fig. 1)

Ejemplo: ¥ = AB

Fig. 1
MODULO DE UN VECTOR: Se llama médulo de un vector a la B
longitud del segmento orientado que lo define. Es siempre un Punto Final
nimero positivo. Dado el vector ¥, el médulo se representa por

cualquiera de las siguientes maneras: |4B|; |7 A

Punto Inicial

CLASIFICACION DE VECTORES
Los vectores podemos clasificarlos en:

v Vectores libres no estan aplicados en ningun punto en particular
v’ Vectores fijos estan aplicados en un punto particular

Segun su direccion y modulo:
v" modulo igual a cero vectores nulos
v" mddulo igual a uno vectores unitarios
v" el mismo moédulo y sentido contrario vectores opuestos
v el mismo modulo y la misma direccion vectores equivalentes
v' direcciones perpendiculares vectores perpendiculares
v' direcciones paralelas vectores paralelos
v/ estan contenidos en un mismo plano vectores coplanares
v' estan contenidos en una misma recta vectores colineales

10
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VECTORES EN R? El conjunto de todos los puntos en el plano corresponde al conjunto de todos
los vectores cuyos puntos iniciales se encuentran en el origen de coordenadas O. Para el punto A,

corresponde el vector 1= OA, para el punto C, el vector v" = OC , estos vectores se conocen con el

nombre de vectores estandar.

Observacion: en esta situacion las coordenadas del punto coinciden con las componentes del vector

Fig. 2

A=1(3,2)

Si dos segmentos de recta dirigidos AB y CD tienen
la misma magnitud y direccion se dice que son
equivalentes. (fig.3), sin importar donde se localice
el origen. Lo dicho anteriormente corresponde a
vectores libres.

Representante _/—>

Cuando consideramos un vector, designandolo por los
puntos origen y extremo, en realidad estamos
considerando un representante del mismo. Hay infinitos
otros puntos que definen representantes del mismo vector,
ya que debemos tener en cuenta que consideramos
vectores libres. Fig 3

Si OB = 0A + AB entonces AB = OB — OA

Como los vectores se encuentran en posicion estandar
coinciden con las coordenadas de los puntos

OB =B y 0A=4

Podemos decir entonces que el vector que:

ii= 04A= (32) 3y 2 son las
componentes del vector y las
coordenadas del punto A Fig. 2

Se dice que el vector 04,0C, 0D
son vectores posicién o vectores
en posicion estandar

Fig. 3

Fig. 4

11



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

AB = coordenadas del punto final (B) — coordenadas del punto incial (A)

En la fig. 3 tenemos los puntos A (2,3) y B (4,5) por lo tanto el vector AB que registra el
desplazamiento desde A (punto Inicial) hasta B (punto final), es precisamente la diferencia de las
respectivas coordenadas de los puntos

AB=B—-A=(45-023)=04-2;5-3)=(2;2)

De manera similar, C(—2,1) y D(0,3) » CD = [0 — (-2); 3 — 1] = (2;2) y entonces 4B y CD
son equivalentes.

COMPONENTES DE UN VECTOR

Dados los puntos P1(x1, y1) ¥ P2(x2, y2), las componentes del vector v = P, P, definido por dichos
puntos, serén las proyecciones del vector sobre los ejes coordenados Fig. 5

¥ = PP, = (vy,v,) donde
v, = X, — Xx; Proyeccion sobre el eje x

K8

v, =y, — y; Proyeccion sobre el eje y

Observacion: no debe confundirse coordenadas de un punto con componentes de un vector,
especialmente cuando se toma el representante en el origen.

MODULO DE UN VECTOR

Consideremos el vector ¥ = (v, v),) el médulo o longitud de v, sera la raiz cuadrada de la suma de
5 — 2 2
los cuadrados de las componentes del vector |v] = /vE + vy

4 *Dados P;(2,1) y P> (—3,5), encontrar un vector ¥ =P, P, Y hallar su médulo |7 )

Solucién:

R

7=P1P2 = (Pz_P1) = (_3:5)_(2;1)
=(-3-25-1) = (-54)

|5] = /(=5)2 + 42 = V41

*Sea el vector d = @5 , donde Q (6, —5) es el origen del
vector d = (—5,4) ¢(Cuédl es el extremo de ese
representante? Ayuda P (x5, y,)

Q(6,-5)

Solucién:
Ay = Xz — X1 —5=x,-6 - x,=1
\&y = y2— Y1 4 =y,+5 - y,=-1 J

12
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1.'Y' El representante de b en el origen tiene por extremo al punto M (=5, 4) ¢(Cuéles son las
componentes del vector b?

2.'Y'Dado d = (3,—-3)

2.1 Si P (-3, 2) es el origen del representante, hallar el otro extremo
2.2 Hallar el origen del representante, cuyo extremo es Q (2, —5)
2.3 Hallar componentes de —a

VECTOR UNITARIO O VERSOR

Es un vector en la misma direccién de v, pero de médulo uno y se obtiene dividiendo ¥ por su médulo
|7].

. v
u=—
|7
/*(;Es unitario el vector v = (1, —1)? \
**Halla un vector unitario en la direccion de v
Solucion:
*NO, porque sumédulonoes1 |B] = /12 + (=1)2 =2
2

sk 1) = i(1,—1) porque si sacamos el || = \/(i) + (— i) =1
\_ """z 2 "\ Y,

VERSORES EN EL PLANO

Son los vectores 7= (1,0) ; j = (0,1); tomando sus representantes en el origen, estos vectores
tienen direcciones coincidentes con las direcciones de los ejes x e y respectivamente.

Todo vector de R? es una combinacion lineal de los versores 1, j

Sea ¥ = (x,y) se tiene entonces

_ R -/+Pl*-)'i
v'=(x,0) + (0,y) e
% = x(1,0) + y(0,1) // 5
S=xi+y] el

VECTORES UNITARIOS CON UNA DIRECCION DADA

Dado # # 0 para hallar un vector unitario (i) que tenga igual direccion que ¥ basta hallar un escalar
A>0talque = Avy|Av| =1

Como [A¥| = |1 ]||?], entonces [A 7] =1 & |A]| = % por lo tanto un vector unitario es el cociente

entre el vector y su modulo:

~ 1 -
u=-—=
|71
. . 1 . o . ., =
Observaciones: si A = —— se obtiene —¥ (versor con direccion opuestaalade v)

7]
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(Dados A(1,2) y B(5,5) halla un vector de médulo 1, que tenga la misma direccion que %

Solucion:
AB=(55-1,5-2)=(4,3)

[AB| =V& +32=5 ti=7==:(43)

|aB|

* Halla un vector de modulo 3 y en la misma

] . . ector unitario
direcciéon de AB 2 ¢

N AB « 3

w = 3-@ =3.u= S (4; 3) 1 2 vector de médulo 3

Verificacion || = (%)2 + (g)2 =3

\ - /‘

ANGULOS DIRECTORES

[
(=1
=]
w
.
w

Dado un vector no nulo v, se llaman angulos directores de 7, a
los angulos a, B gue forma ¥ con los versores i, j
respectivamente. Los angulos directores son mayores que 0° y
menores que 180°

Vy

Se llaman cosenos directores de 7, a los cosenos de sus angulos
directores:

v v
cosa = Tx cosf = Ty Vi N
|V |V
¢Comoes vsia=0?, ;Sia=mn?
¢Comoes vsiB=0?, (Sip=mn?

Observaciones: Los angulos (o los cosenos) directores de un vector; determinan analiticamente la
direccion del mismo. También se puede utilizar la funcién trigonométrica de la tangente

OPERACIONES

Suma o diferencia: se realiza componente a componente. Sea i = (uy;u,) Y ¥ = (v4; v,) entonces
la suma o diferencia de i + ¥ es el vector

Ut V= (u v;u, +v,)

e \\ Siu=(1,1)yv=(-22) Entonces w =u+v =
\s (=1,3)

Si la diagonal principal representa la suma,

e R PR ¢qué representa la contradiagonal?

14
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Y Dados los vectores d = (1,2), b= (4,-3) y d = (=2,1). Hallar escalares a y P tales que:

d = ad + Bb

Observacion: Debes plantear la igualdad en términos de las componentes y resolver el sistema de
ecuaciones obtenido al igualar las respectivas componentes. Se dice que d es combinacidn lineal de

los vectores @ y b.

/ Sean A(4,2) ; B(2,4) y C(-2,4).

Entonces OC = OA + AB + BC—
0C = (4,2) + (=2,2) + (—4,0) =
0C = (-2,4)

EL VECTOR RESULTANTE VA

DESDE EL ORIGEN DEL PRIMER -2
VECTOR HASTA EL EXTREMO DEL

\ ULTIMO VECTOR

MULTIPLICACION POR ESCALARES

El escalamiento de un vector, se logra multiplicando cada componente del vector por un nimero

A € ‘R (se lee lambda perteneciente a los reales)

Dado@ # 0 y A € R, el producto de Av tiene:
e lamisma direccion de 7, siA > 0
e ladireccion opuestasi A < 0
e elvectornulosiA=10

e Si0<A<1 vsecomprimew
e SiA> 1sedilatau
e SiA < 0 cambia de sentido Z

El médulo de A ¥ es el médulo de ¥ multiplicado por el
valor absoluto de A

@ U= (v,1v,)  AD = Qwy,Avy) - [AD| = |A||]

@ = (1,2) entonces si se multiplica a ¥ por un escalar A:

4

'Y’ Si se aplican dos operaciones consecutivas al vector (—1,3) en R?, primero se lo multiplica por un

escalar fijo y luego se le suma un vector fijo, ¢es posible llegar al vector w = (2,3)

15
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CONDICION DE PARALELISMO ENTRE DOS VECTORES

Propiedad: dos vectores no nulos 1 y v son paralelos si y sélo si existe un ndmero real A # 0 tal que
U=2Av.

Dos vectores son paralelos cuando tienen igual direccion o direcciones opuestas (se dice también que
son colineales porque estan sobre la misma linea)

PRODUCTO ESCALAR O PUNTO

Las versiones vectoriales de longitud, distancia y angulo pueden describirse a través del empleo de
la nocién del producto escalar de dos vectores

Dados a y b no nulos, se define producto escalar de @ con b al nimero real:

d.b = |d||b| cos 6**

Por extension, si uno de los vectores es nulo, decimos que el producto escalar es cero.

Observacion: ** se obtiene aplicado la Ley de los cosenos Grossman Cap. 1V pag. 248 7ma. Ed.

PRODUCTO ESCALAR EN FUNCION DE LAS COMPONENTES DE LOS VECTORES

Teniendo en cuenta que i y j son unitarios y que el angulo que forman dos cualquiera de ellos es g
reemplazando en ** podemos observar lo siguiente

U.j=1il|j] cos902 - [.j=1.1.0=0

El producto escalar de un vector por si mismo sera:

[.1=1i|]i] cos02=1 T. =111l cos02 =1

Expresando a - b en funcion de las componentes candnicas

@.b=(a;i + ay ) - (bl + b, ))

d.b=ay.by. (I.1) +erbrEH) +arbrGH + az.by. (J.))
d.b=ay.by.(T.0) + ay.by. (J.J)

a.b=a;.b + a,. b,

-

Importante para realizar el producto en primer lugar a y b deben tener igual cantidad de
componentes y en segundo lugar el producto escalar de dos vectores es un nimero no otro vector,
por eso se denomina producto escalar

/" Dados @ = (1,2) , b = (4,—3) &= (0,—5) realizar el producto escalar )
@b =(12)-4-3)=1-4+42-(=3)==2
a.¢=(12)-(0,-5)=1-0+2(-5)=-10
¢El producto escalar de tres vectores sera un también un escalar?
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ANGULO ENTRE DOS VECTORES
A partir del producto escalar se puede calcular el angulo entre dos vectores no nulos a vy b cuyos
origenes coinciden
i b
ldl - p|
*Siay b tienen la misma direccidn, o sea son coincidentes, se considera 6 = 0°
*Si tienen direccion opuesta, se considera 6 = = 180°

cosO =

* En ambos casos ;,como serian los vectores @y b ?

VECTORES ORTOGONALES Dos vectores no nulos, d y—b) son ortogonales si el &ngulo 6 que
formanes 8 = % = 90° y por lo tanto se cumple

[ a.b=0 ]

Si @y b son ortogonales = 6 = = por lo tanto d.b = |d||b| cos G) = 0 ya que cos (%) =0

Demostracion:

QU
(S

.b=0=cosf =

Q

Si =0 :>6=arccos(0)=g

S

|d

/*Decidir silos vectores d = (—1,2 )y b= ( 6,3) son ortogonales. \
d.b= (-1,2)-(6,3)=(—1).6+2.3=0por lo tanto son ortogonales.

*Determinar el valor de x, para que los vectores @ = (x,5 ) Yy b= (3,-3) sean
ortogonales

d.b=(x,5).(3,-3)=x.3-5.3=0 - x = 5-d=(55)

/

PROYECCION ESCALAR Dados dos vectores no nulos a7y b, la proyeccion escalar o
componente escalar de b sobre d se define como el producto del médulo de b por el coseno del angulo

6 que forman d y b.
proyal—; =b" = |B|.cos€

Como
a.b
cos 0 = —=
ldl[b]
entonces la proyeccion de b sobre d sera
. - d.b b-d
proygb =tht——== —=
@b} |al

17
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d

Siendo — = d (versor con la direccién de a ), implica que la proyeccion escalar de b sobre a

|al

Se suele también decir proy z b, 0 “la componente de b en la direccion de a

proyal_; =b.d

proydl_; >0 proya»l;=0 proydg <0

ia.hb>0 i.hb=0 ia.b<0

'Y’ Prueba que las proyecciones de d = (a, ay) en las direcciones de 7,j son las componentes del
vector d

PROYECCION VECTORIAL
La proyeccion vectorial del vector b sobre el vector d es un vector que es multiplo escalar del vector

d y lo indicamos proy 3 b

v' Laproy zb estd en la misma direccién queel vectora si0 < 6 < g

v La proyaF esta en direccion opuesta al vector d si 6 > g

18
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@os u=(3,-1)y v=(2,2), calculay grafica: \

a) La proyeccion escalar de v sobre u

b) La proyeccion vectorial de v sobre %

c) Grafica ambas proyecciones

d) La proyeccion escalar de u sobre el vector v Y’
e) La proyeccion vectorial de u sobre el vector v ‘Y’
f) Grafica ambas proyecciones ‘Y’

g) Esindistinto proyy; v que proyzu Y ;

Solucion: ;

_ (22)-B-1) _ 6-2

8) ProyaV = mre <V /

(212) '(31_1) . ( _1 )
(V3 n2)” ;

ﬁ_—%_z}(g 1)_(6 2)
\ W= PTOYut =qgt ~\5" 5 /

Y ¢Cuél es el vector proy al; cuando dy b son perpendiculares?
Dibuja un par de vectores ay b de modo que laproy z b resulte:

b) w=proyzv=

a) de igual direccion que b
b) de distinta direccion que b

(Los temas tratados estan ampliamente desarrollados en el libro Grossman 7ma Edicion -Capitulo 4
Vectores en R? y R®, se recomienda su lectura y estudio)

19
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TRABAJO PRACTICO: VECTORES EN R?

1. Dados los puntos P(3,0); Q(2,3); R(—2,3); S(3,—2);T(0,—2) encuentra:

a. el vector en posicion estandar % = OP; = 0Q; w = OR; § = 0S ;= OT. {Qué
tienen en comun el vector en posicion estdndar y las coordenadas de los puntos?
escribe estos vectores como una combinacién lineal de los versores i, j
la magnitud o médulo de |u|, |7, |w|, |S]
la direccidn de cada uno de los vectores (0 sea en que cuadrante se encuentran)
un vector en la misma direccion de cada uno de ellos, pero de mddulo 1 (vector unitario)
grafica cada uno de estos y sus respectivos vectores unitarios
calcula 'y representa graficamente 4 + v, u — v
¢qué efecto geomeétrico tiene cambiarle el signo a la primera coordenada de cada vector?
¢qué efecto geométrico tiene cambiarle el signo a la segunda coordenada de cada vector?
¢qué efecto geométrico produce multiplicar a cada vector por —1?

— o Se o oo o

2. Dibuja los vectores hallados en el item 1.a con sus puntos iniciales situados en el punto
(—2,5), determina los puntos finales

3. Silos vectores en el ejercicio 1 se trasladan de modo que sus extremos finales se ubiquen en
el punto (5,7); determina los puntos que correspondan a sus puntos iniciales

4. Dados los vectores 1 y v (ejercicio 1) dibuja los siguientes vectores:

-

j=1+3% [=i-7 p=%-21 G=7—-1u

N | =

5. Calcula el producto escalar e indica si son ortogonales o paralelos
u.t w.s @U+v)-w Gv)-s
6. Dados los siguientes puntos A(1, —1), B(4, 2); C(0, —2), D(2, —1). Calculay comprueba
que la resultante esta en funcion del origen del primer vector y el extremo del Gltimo

a) AB+BC b)AB—CB c¢) AB+BC+CD d) AB—BC+BA €) AB+ (BC — DC)

7. Dados los puntos A(4,2), B(10,5), C(2,6) y D(x,9), se pide:

a) Calcula x para que AB y CD sean paralelos.
b) Calcula x paraque BCy DA tengan el mismo médulo.

8. Dados los vectores U = (x,5) y v = (8,4), (Qué valor debe tomar x para que: a) sean
paralelos. b) sean perpendiculares .c) verifiquen que u-v = 42

9. Demuestra que no hay vectores d y b, tales que el médulo de a sea igual a 1, el mddulo de
|b|=2yd-b=3

10.  Dados los puntos A4 (2,6); B(4,8); €(3,2) y D(7,1), se pide:
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a) Calcula el angulo que forman los vectores AB y cD
b) Calcula el &ngulo que forman los vectores AB+CD y AB — CD

11.

12.

v

=1+ kj, pyv,sonperpendiculares, determina k
v = 21 + kj, determina k, si 4 y ¥ son paralelos

v = ki + J , el &ngulo entre dichos vectores es n/3, determina k.
v

Mas de lo mismo, comprueba si aprendiste

En la siguiente figura encuentra el vector y sus opuestos

a.
b.

C.

d.

e.

f.

AB, CG,AE,FG, AG, AF,GD
Escribelos en forma candnica

Calcula el modulo de ellos

Escribe un vector unitario en la direccién de 4B, GD y FG

Ahora escribe un vector de médulo 2 con la direccion de los vectores del item d. Grafica

Realiza los siguientes productos escalares: AB- AF, AE - GF ;Qué te da como

resultado multiplicar dos vectores? ;Y si multiplicaras escalarmente 3 vectores?

g.
h.

Utilizando la definicion de producto escalar halla los angulos entre AB y AF

Prop6n un vector paralelo a AG, con origen en el punto B, ¢es Unico?

Encuentra la proyeccion escalar y vectorial de por lo menos tres vectores sobre los ejes

coordenados ¢a qué conclusion puedes llegar?

J-

Calcula las siguientes proyecciones escalares y vectoriales

Proyﬁﬁ , ProyXEA—B: ProyG—[;E, Proyﬁﬁ
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VECTORES GEOMETRICOS EN EL ESPACIO R?

Designamos con R® a los vectores
geométricos en el espacio y haremos a
continuacion un estudio analitico de los
mismos.

Asi como en el plano hemos visto que un
punto puede ser representado conociendo un
par ordenado (X, y), en el espacio, un punto se
representa mediante una terna ordenada
(X,y,z) en relacion a tres ejes
perpendiculares entre si.

Representa graficamente los puntos
A(1,1,2);B(1,-1,1);C(-2,2,0)

COMPONENTES DE UN VECTOR

Dados Py(x1,¥1,21) Y Pa(x2,¥2,2;) las
componentes del vector @ = P,P, seran las
proyecciones escalares del vector sobre los

ejes coordenados

= Proyox P1P, = x; — x4

a, =
ay = Proygy P1P2 = Y2 —y1
a, = Proygy; P1P> = 7z, — 7,

a = (ax,ay,az)

MODULO DE UN VECTOR

Consideremos el vector d = (ay, a,, a,) el modulo
o longitud de d, seré:

\d| = JaZ taZ +aZ
es decir; el modulo de un vector es la raiz cuadrada

de la suma de los cuadrados de las componentes del
vector.

23
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/ Sea d un vector que tiene a P,P, como ) \
representante, siendo P; (2,1,3)y P, (4,5,5)

tendremos que:

@ =PP= (P,—P) =
(4-2;5-1;5-3)
a = (2,42)

El médulo de a es:

il = VET BT = V4

/Si Q (6, =5, 7) es el origen del vector @ = QP = (—5,4,3) ¢Cual es el punto final \

de ese representante?

Solucion:

a= @75 — d = P — Q (Coordenadas del Punto Final - coordenadas del Punto
Inicial)

(—=5,4,3) = (xp,yp,zp) — (6,—5,7) —lgualando las componentes homologas
—5=xp—6 - xp=-5+6=1
4= yp+5 - yp=4-5=-1
3=2zp—7 - zp=3+7=10

\Las coordenadas del punto final son P(1, —1, 10) /

Y Ejercitacion 1

1. El representante de b en el origen tiene por extremo al punto M (-5, 4, 3) ¢(Cuales son las
componentes del vector b?

2. Dadoa = (3,-3,-7)
a) Hallar el extremo o punto final del representante en Q (-3, 2, 5)
b) Hallar el origen del representante, cuyo extremo es P (2, —5, 6)
c) Hallar componentes de —d

Observacion: no debe confundirse coordenadas de un punto con componentes de un vector,
especialmente cuando se toma el representante en el origen.
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VERSORES EN EL ESPACIO

Recordemos que un versor es un vector cuyo modulo es

igual a 1. |U| = 1. En el caso de tratarse de un vector

unitario, lo indicamos con un arco en vez de una flecha (¥).

Los versores en R son los vectores:

i=(1,0,0); j=(0,1,0); k=(0,0,1); tomando sus

representantes en el origen, estos vectores tienen direcciones

coincidentes con las direcciones de los ejes X, Y, Z, = (100
respectivamente

k= (0,0,1)

ANGULO FORMADO POR DOS VECTORES

Dados dos vectores no nulos d@ y b, con representantes en un origen comin P y no pertenecientes a
una misma recta, el &ngulo 6 de medida positiva y menor que 180°, que forman, es por definicion el

angulo formado por los vectores d y b.
i b b
ldl - ||
*Sidy b tienen la misma direccion, o sea son coincidentes, se considera 6 = 0°

*Si tienen direccion opuesta, se considera § =t = 180° P a

cosO =

ANGULOS DIRECTORES Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR pe

Dado un vector no nulo a, se llaman angulos directores de @, a los angulos a, B, y que forma a con
los versores i, [, k respectivamente.

F
Tomando el representante en el origen de coordenadas, se tiene: z
0<a<m ; 0<B<m ; 0<y<m

=18

¢Comoesdsio=0?,;Sia=n?
¢cComoesasip=0?,;Sip=n?
¢Comoesasiy=0?,;Sip=mn?

Se llaman cosenos directores de @, a los cosenos de sus angulos
directores.

Siendo d = (ay, ay,a;) y o, B, y sus angulos directores se tiene:

 J

ay =l|d|-cosa ; a, =|d|-cosp ; a, =|d|cosy ;de donde:

Ly

o __az
G o cosy =4

a
cosa=— ; cosf= i

lal

Luego: cos?a + cos?p + cos?’y =1 (1)

Esto significa que no cualquier terna de angulos puede ser una terna de angulos directores de un
vector a, ya que los tres angulos directores quedan vinculados por medio de la ecuacién (1) que es
[lamada relacién fundamental.
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ﬂ(;Pueden a =% s f== y= ser cosenos directores? \

y 1 1 3 3
Solucion: cos2Z + cos?Z 4 cos?E=-4-+-=2%1
4 i 3 ] 6 2 4 . 4 B 2
Luego, NO pueden ser angulos directores de ningun vector.

SwIs
So18

*Sia = % X = g ; determinar vy
Solucion: aplicando la relacion fundamental y despejando y

cosyz\/l—coszg— coszg :\/1—(?)2—6)2 =%—>y=60°

2 1 2
Q/erificacién: cos?Z + cos?Z + cos?Z = (ﬁ) + (1) + (l) =1 /
4 3 3 2 2 2

Observaciones:

*Los angulos (o los cosenos) directores de un vector; determinan analiticamente la direccion del
mismo.

*Si a, B, y son angulos directores de d , =—a, m—p, &= —y son dngulos directores de —d

*Sid = (ay,ay,a;),como |d| = |-d|y

cos (m—a)=—cosa ; cos(m—p)=—cosf ; cos(m—y)=—cosy ,;secomprueba que las
componentes de —d son: (—a, , —a,, ,—a;).

Podemos precisar entonces el concepto de igual direccion para dos vectores, diciendo que tienen los
mismos angulos (cosenos) directores.

Y Ejercitacion 2

1. Dado a, tal que |a| = 2y sus angulos directores « =% ' B =§ VY = 2?” ; determinar sus
componentes.
1.1. Halla el extremo de su representante en A (—1, 3, 2)
1.2 Halla el origen del representante, cuyo extremo es B (7,—6,1)
1.3. Halla los angulos directores y componentes de un vector de direccién opuesto a d

. ¢ 3 4 12
Calcula los cosenos directores del vector b = (1_3'5'5
3. ¢Puede un vector tener los siguientes angulos directores?:
da=2:p=".,="C
T2 P T VT3
4. ¢Puede un vector formar con dos ejes coordenados los siguientes angulos?:
Q) a= z. B = z
6P T4
T, _r
b) ﬂ - E Y = 3

c) En caso afirmativo, ¢cudl es el tercer angulo?

2
?". Calcula sus

5. Un vector a forma con los ejes x ey, respectivamente, angulos a = g B
componentes sabiendo que |d| = 2.

6. Halla las coordenadas de un punto M, que es extremo de OM, forma angulos iguales con los
tres ejes, y su modulo es 3.

7. Sild| = 50y dos de sus componentes son a, = 3, a, = 4. ;Cudl es la tercera componente?

8. Halla los cosenos directores de vectores paralelos a los planos coordenados y de  vectores

paralelos a los ejes coordenados.
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COMPONENTES DEL VECTOR SUMA O DIFERENCIA
Dados d@ = (ay, ay,a,)y b= (b, by, b,); el vector sumad + b, tiene por componentes

(ax £ by; a, £ by; a, +b,)

*Sid=(1,-32)y b=(3,-54) > d+b=(1+3,-3-52+4)=(4-8,6)
*Sid=(1,-32)y é=(7,-53) »d—-¢é=(1—-7-3+52-3)=(-62,-1)

COMPONENTES DEL VECTOR A a

Dado a # 0y A € R, Aa tiene:
e lamisma direccién de d, siA > 0
e ladireccion opuestasi A < 0
e elvectornulosiA=0

El médulo de A a es el médulo de a multiplicado por el valor absoluto de A.
Sea C_i = (al, a,, a3) }\(_i = (7\(11, 7\(12, 7\(13)

|C_i| = \/alz + a22 + a32

|_}L7‘_,>| = \/}\2 a12 + }\2(122 ar 7&2(132 = \/12 (a12 P azz + a32) =

A\/alz + azz + a32) == 7\|&|

@ da = (-3, 2,6), encontrar un vector v’en la misma direccién de @ pero de médulo 2\

Solucién: si v’y d son colineales, entonces v° es multiplo de @ o decimos que v” es el escalado
de @’, se escribe v = Aa’

(v1,v,,v3) = A(—3,2,6) resolviendo componente a componente tendremos
v, =—32A
{ v, =212 @
v3=6A

La segunda condicion dice que

|7 = 2 = 1.2 + v,2 + v42 sustituyendo @en @

2=(=30)2+2N%2+ (61)2=

2= A2(9+4+36)

2=MW49 - 2=7A7> 7\:5 sustituyendo el valordeAen ® v = (—%,4;,

[N
s

)

e T - y
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VECTORES UNITARIOS CON UNA DIRECCION DADA

Dado d # 0 para hallar un vector unitario (@) que tengan igual direccién que a, A > 0, basta hallar
un vector unitariotal que @ = 1ayl|idl =1

Como |Ad| = |A|lal, entonces |[Ad| =1 & |A| = épor lo tanto:

.1,
a=——5-
|al
. R 1 . - . -, -
Observaciones: si A = — I se obtiene —a (versor con direccion opuestaalade a )

Qu

Importante: las componentes de un versor (vector unitario) son sus cosenos directores.

ﬁ Encuentra un vector de mddulo 1 en la misma direccion que el vector v = (1, —1,0) \
b.  Comprueba que coincide con sus cosenos directores

Solucion: |[v | =vV12+12=2 = ¥ =13

]

U= (% —%; 0) Verificacion: \/(%)2 + (—%)2:1
b. cosa = \/—15; cosf = %;cosy =0

/

El ejercicio resuelto en la pagina anterior se puede resolver aplicando el concepto de vector
unitario

(ado da = (-3, 2,6), encontrar un vector v’en la misma direccién de @ pero de médulo 2 \

Solucién: datos a = (—=3,2,6) y [V'] = 2

Calculamos a = %Ez siendo |d| =vV9+4+36=7->d= (_—3 2 9)

777
v’ esta en la misma direccion tanto de @ como también de su versor d , por lo podemos escribir
v =Ad
|v’| = A|d| - sustituyendo los datos 2 = A|1| - 1 = 2

Por lotanto v’ = 2 (_—3,3,9) = 2d
7 77

o J
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DESCOMPOSICION CANONICA DE UN VECTOR

Todo vector del espacio, es una Combinacion Lineal Gnica de
los vectores 1, , k.

Sea d = (ay,ay, a,) se tiene entonces:
= (a,,0,0) + (0,a,,0) + (0,0,a,)
= a,(1,0,0) + a,,(0,1,0) + a,(0,0,1)

~

ayi+ay,j+ak

4 Dados d = —3i + ) + 2k yb 61— 3j + k, realiza: A

Q
Il

*)d+ b (se obtiene sumando las respectivas componentes)
d+b=(-3+6)+(1—-3)+ 2+ Dk=31—-2)+3k
**) 2d + 4b (se aplica primero propiedad distributiva y luego se realiza la suma

2 +4b=2(=31+j+2k)+4(61—3] +k)

\ 2d+4b = (—6I+2j+4k) + (241 12j + 4k) = 181 — 10] + 8k )

PRODUCTO ESCALAR

Dados d y b no nulos, se define producto escalar de d con b a un nimero real (escalar)

= |d| |b| cos 6

Por extension, si uno de los vectores es nulo, decimos que el producto escalar es cero.

PRODUCTO ESCALAR EN FUNCION DE LAS COMPONENTES DE LOS VECTORES

El producto escalar entre los vectores que forman la terna fundamental 1, j , k, teniendo en cuenta que
son unitarios y que el &ngulo que forman dos cualquiera de ellos es g resulta:

o~
O

~

J=0 Lk = k.
i=1 jj=1 k.

W‘( \'<

L.
Expresando d = (ay, ay,a,) y b = (by, by, b,) en funcién de las componentes.
d.b=(ax+a,J+ ask). (bl +by,j+b,k)

a.b =ayby. (I.1) +aghsG5) +axb; +—&§b¥9—i}+ ayby,(j.J) +—a¥b§@—k—}+—a—b—€k—&+
-azbyte) + a,b,(k.k)

G.b=ab,(.0)+ayb,(j.)) + aszbs(k.k)
d.b = a,b,+ ayby, + a,b,
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6ados& =(-1,2,3) b= (6,-2,5),=(0,4,1), calcula el producto escalar )
d-b=(-1)6+2-(-2)+3:5=—6—-4+15=5—__
Gd-¢=(-1)-0+2-4+3-1=8+43=11 @

> 7 - 7 _/>

a-b - ¢ ¢serd un escalar?

\___ ¢ J
VECTORES ORTOGONALES

Dos vectores no nulos, @ y b son ortogonales si el angulo 6 que forman es 6 = g y por lo tanto:

=0 b

S|

a.
Demostracion:

Si d y b son ortogonales = 6§ = ~por lo tanto d - b = 0 ya que cos~=0

a
S
J

Sidg-b=0=cosf =

=0=>60="=" g
2

S

|d

'Y Ejercitacion 4
1. Los vectores ay b forman un angulo 6 = 2?” Sabiendo que |d| =3 , |E| = 4, calcula:
- —,2 - -
a)d -b;|a+b|;(3d—2b)-(d+2b)
2. Sabiendo que |d| = 3; |B| = 5 determinar e tal que @ + a by @ — a b sean ortogonales.

-

3. Halla el vector %, colineal con @ = 31 + 2j + 2k que satisface la condicién % -d = 3
4. Halla el vector X que es ortogonal con d=2i+3f—Fk y b=1- 2j + 3k. Satisfaciendo
ademas la condicion ¥ - ¢ = —6 , siendo ¢ =2 — j + k.

PROYECCION ESCALAR — PROYECCION VECTORIAL
Este tema esté desarrollado en vectores en R? pag. 12-13

Dados dos vectores no nulos a y b, la proyeccion escalar de b sobre d se define como el producto de

modulo de b por el coseno del &ngulo 6 que forman @ y b.

proyagz |B|.c050 (1)

*.E - - -7 el Ve

Como cos 8 = IF?IIEI’ reemplazando ( 1) la componente escalar de b en la direccion de a sera:
roygb = —=
p ya |a|

Siendo I%I = ¢ el versor con la direccion de a

proyaI;= b.a

Si b =proyzb + w entonces W = b — proy z b es un vector ortogonal a d
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-

Se suele también decir que proyzb, es “la

componente de b en la direccion de " b
Observacion ) )
. - R W =b—proyzb
e Si0 <0< > =>proyzb >0
o Si9=§:>proyaB=O >61
7 proys b

o Si§<9Sn = proyzb <0

Las componentes de un vector a, son las proyecciones de a en las direccion de
I,j v k respectivamente

> v - > v - -> 77 -
a.l=a,=proy;a a.j = ay,=proyja a.k =a,=proyya

/Dados d=(3,-1,1) y b=(6,-1, 1).Calcula la componente de d sobre?\

(proyeccion escalar de @ sobre 7) y la proyeccién vectorial

Solucién:

~J

proy;d= S =di=(3-1,1)-(1,0,0) =3

[t

e Calcula la proyeccion vectorial de d sobre 7 (proyeccion vectorial de a sobre 7)

Q
~
| ~

= 3.1 =3.(1,0,0) = (3,0,0)

Qu

AT

e Calcula la proyeccién escalar o componente escalar de b sobre d

~J

; b-é¢ (6,-1,1)-(3,-1,1) 18—-1+1 16
roy a = - = = =
proYa |dl V3Z+1+1 N&E V11

e Calcula la proyeccion vectorial de b sobre d

; b-da_ (6,-1,1)-(3,-1,1) (3,-1,1) 16 (3,-1,1)
roygb = =—d = . = .
proya |d| V3Z+1+1 V11 V11 V11

—163 1,1
N Y

Y Ejercitacion 5

Dadosd = (3,-1,1); b=(6,-1, 1) yé=(2,-1, 6);
Calcula las proyecciones escalares, vectoriales y normales
1) proyzad 2) proy ¢
3)proy; (d+ ©) 4) proy  (d + ¢+ b)
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PRODUCTO VECTORIAL o PRODUCTO CRUZ DE DOS VECTORES

Llamamos producto vectorial o producto cruz a la operacion que se asocia por las condiciones.

1) Si ay b son ambos no nulos y no colineales, dxb es
ortogonal con dy conb, de forma tal que la terna I
{a,b,dxb} es una terna directa (Igualmente orientada

que laterna {i,j, k} )
Or "——_'*'_-_*—.—*

-
2) |dxb| = |dl|b|sen®, siendo © el angulo que forman
ayb
* La primera condicidn indica que el producto vectorial
es otro vector que define la direccion perpendicular al e

plano determinado por los vectores no colineales d y b

* La segunda condicion indica que el moédulo del

producto vectorial:|dxb| representa el area del

—

el

paralelogramo que tiene a los vectores @ y b como lados
concurrentes.

* dxb = —(bxd) es conmutativo @ x b 'y b x d tienen direcciones opuestas pero el mismo mddulo

*axb=0 siaybson colineales (@ = Ab). En consecuencia:

L5 2 N -2 5 2
*|laxb| =ldl*|b| —(d-b)
Por lo tanto aplicando las propiedades los productos vectoriales entre los pares de vectores que
forman la terna fundamental {i,j , k}, arrojan los siguientes resultados:

ixj=k jxi=—k ixi=0
Jxk=1 kxj=-1 jxj=0
kxi=j ixk=-] kxk=0

PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES DADOS POR SUS COMPONENTES:
Sid=ad+a,j+aky b=hbi+b,j+b,k,entonces:
dxb =(ayl +a,j+ak)x (bl + b, j + b,k) —aplicando propiedad distributiva
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dxb= Ay by it + a,bylx) + a,h,ixk + ay b, Jxl + a, by jxf + ayszxlvc + a, b kxi + azbylvcxj
+ a, b fexk
dxb = achy k+ab, (—)) + ayby(~k) + ayb, i + a,by j+ab,(—1)

dxb =(ayb, — asb,)l —(ayh, — asb,)] + (ayb, — a,b,)k

i j k
Las componentes de dxb se recuerdan facilmente desarrollando: axb=lay a, a,
by by, b,

Que solo tiene significado mnemotécnico, ya que no se disponen determinantes de matrices cuyo
elemento son vectores.

/ Halla el area del paralelogramo que tiene por lados adyacentes a los vectores \
d=(2-1,3)yb=(-1,2,6)
Solucion: para calcular el area debemos calcular el médulo del producto vectorial de los
vectores
S|tk 5 .
axb=l2 -1 3|=i(-6-6)-j(12+3)+k(4—-1)= daxb=(-12,-15, 3)
-1 2 6
\Wx b| = /(=12)2 + (=15)% + (3)2 = V/378 /

(Dados G=1+] yb=20+3/+k ;ceslomismoa x by b xd? ;como son estos vectores\?

Halla vectores unitarios ortogonales a los vectores @ 'y b

Solucion:
S |E gk _ .
axb=]1 1 0o|=i(1-0-j1-0+k(B-2)= daxb=(1,-1,1)
2 3 1
. rJ ok _ .
bxd=l2 3 1|=i(0-1)-j0-1D+k(2-3)= bxd=(-11-1)
1 1 0

Estos vectores son iguales y opuestos

. - - z > 7T . «“ 1,-1,1
\Un vector unitario ortogonal simultdneamente a a y b seria 1 = ( NG ) )

PRODUCTO MIXTO

Combina el producto vectorial con el producto escalar. Es el nimero real que se obtiene de la siguiente
operacién: a.b x ¢ . Se suele indicar por: (a. b. <)

i j k| |@ a; as
(d.b.¢) = (ay,az,as) . |by b, bs|=|b1 by bs| (verificarlo)
1 Cp C3 i C C3
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*intercambiando dos filas entre si cambiando el signo del determinante. Por lo tanto:
(@.b.8)=— (b.d.2)
*intercambiando dos veces se conserva el signo: (a. b. c) = (5. c.d)

-

*como el producto escalar es conmutativo, se tiene ademas. d x(b.c)=(d x b).¢

INTERPRETACION GEOMETRICA

El valor absoluto del producto mixto, representa el volumen del paralelepipedo que tiene a los
vectores d , b y ¢ como aristas concurrentes.

(Suponiendo que @, b y ¢ no son coplanares)

T > - _)- B ¢
Vol = base x altura = |bxc| - |d| - cos O; donde cosf = ;,ﬁg;?l
oL, d.(bxc
Vol ={bxé} {a} —=— .
b x¢
V = d.(bx¢) LTI o
______ (2L Y
Jrf :I j;:
i /S '
ll ’; ¢ "f
-3 r
e ci.f -------- ‘.I" ----- -‘Ir.r
bl -

Y Ejercitacion 8
Hallar el volumen del tetraedro que tiene como
arista concurrentes a los vectores @, b y ¢donde d@=1i+ 2k ;b=4i + 6] + 2k , é=3i + 3] — 6k.

Observacion: el volumen del tetraedro es un sexto del volumen del paralelepipedo.

VECTORES COPLANARES

Tres vectores no nulos son coplanares, si uno de ellos es combinacion lineal de los otros dos.
Supongamos que a = Ab + uc. En este caso, se anula el producto mixto.

Resumiendo: tres vectores no nulos son coplanares si y solo si su producto mixto se anula. A partir
de la interpretacion geométrica, podemos decir que si los vectores son coplanares cumple que el
volumen es cero.
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TRABAJO PRACTICO VECTORES EN R?

1. En la figura 1, indica las coordenadas de los puntos (con una nomenclatura adecuada) en R® |
situados en cada uno de los Vértices, y determina:

los vectores ON, OA, FH,BK, CF, BC,
los vectores OM, OL, OA ¢qué posicion tienen?
c. Nombra al menos dos vectores que se encuentren en el plano xy, en el plano yz y en el plano
zX
Nombra al menos dos vectores paralelos a los ejes coordenados
e. Calcula los modulos de los vectores hallados en el item a

z
A 2 B
c D E H
! 1
E ) >
G L y
1
N K 4
M 3 N Fig.1

X

2. Analiza previamente como estan ubicados los vectores (respecto a los ejes y/o planos coordenados)
Luego calcula el médulo y los cosenos directores de los mismos
a d=i+j—kbd=31 ¢ d=4i+]j d. d=(013) e. d=2i—k

3. Dadas las componentes de un vector a = (4, —4, z), halla z, sabiendo que el |d| = 6

4. Halla el punto B con el que coincide el extremo del vector @ = (3, —1,4) si su origen coincide con
el punto A(1,2,—-3)

5. Determina el origen del vector @ = (2, —3, —1) si su extremo coincide con el punto B(1,—1,2)

6. Si B = P, esel punto medio del segmento determinado por los puntos R(2,—2,4) y Q(1,3,6),
calcula A para que AB sea paralelo al vector % = (4,—3,1)

7. Un vector forma con los ejes OX y OZ los angulos @ = 120°, y = 45°. ;Qué angulo forma con
el eje OY?

8. Un vector cuya longitud es 6, forma con el eje OY un angulo de 60°, y con el eje z un angulo de
n/3. Halla las componentes del vector unitario paralelo al mismo, y comprueba la relacion

fundamental de los cosenos directores

9. a) Sean P(—3,1,7) y Q(8,1,7). Determina |W| y halla un vector unitario en la misma direccion.
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b) Halla un vector b tal que b= 3P0
10. Dado el vector u# = (—2,—8,2) indica:
a. ¢Cuéles de los siguientes vectores son colineales (o paralelos) con él:
7=(0,-7,1) §=(4,-1,0) t=(1/2,2,-1/2)
b. Elénguloentretiyty entreiy s
c. Un vector paralelo a £ pero de médulo V72
11. Dado el médulo de un vector |d@| = 2 y los angulos a.=45°, B = 60°,y=120°. Calcula las
componentes del vector sobre los ejes coordenados.
12. Si |a| = 4 y sus angulos directores son o =n/4 ; B =n/3 ;y=n/3
a. Calcula sus componentes
b. Halla el extremo de su representante en A(3,2,5)
c. Hallael origen de su representante, cuyo extremo es B(2,4, 1)
13. Los tres angulos directores de cierto vector unitario son los mismos y estan entre cero 'y n/2. ; Cuél
es el vector?
14. Encuentra un vector de magnitud 12 que tenga la misma direccion que el vector del problema
anterior.
15.Sia’ = (2,1,—-1) yF = (1,—1,2). Hallaun vector nonuloctal que a - ¢ = bh-2=0
16. Halla un vector w" = (x,y,1) que sea ortogonal tantoau = (3,1,—1) comoa v = (—3,2,2)
17.Sean o = 2f —3ky ¥ = 2i + 6k. Halla escalares o y p tales que W = aii + B sea un vector
no nulo ortogonal a u.
18. ;Para qué valor de o si existe, los vectoresii =2i+aj+3k y v=ai—af+k son
perpendiculares?
19. Dados los vectores w’ = (1,—2,38) y v’ = (4, a, 2), determina si existen los valores de o y 3 tal
quea)ulv y b)u/v
20. Encuentra todos los vectores ortogonales a ¥ = (—1,3,2) de segunda componente 4.
21. Encuentra la proyeccion escalar y el vector de proyeccion de ¢ sobre a’.
a = (4,2,0), ¢c=(1,11)
d=(-1,-22) ¢=@334)
22. Halla dos vectores unitarios ortogonalesaéi =i +j+k yav=1—j—k
23. Utiliza el producto cruz para hallar el seno del &ngulo formado por los vectores del problema
anterior. Verifica el resultado empleando el producto escalar.

24. Calcula el area del paralelogramo cuyos Vvértices adyacentes son (1, —2,3); (2,0,1) y (0,4,0)
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25. Dados los puntos A(2,3,—1); B(1,0,2) y C(3,1,1) , halla #//AB tal que ¥ y AC determinan un
paralelogramo de 10v/2.

26. Sean los puntos A(—1,2,3); B(1,1,1) y C(2,—1,3);
a. Investiga si estan o no alineados.
b. Si no lo estan, determina el paralelogramo de lados AB 'y AC

27. Determina el volumen del paralelepipedo para el cual los vectores indicados son tres de sus
aristas:d = {+J;p= —{+4) ;4 = 21 + 2f + 2k

28. El volumen de un paralelepipedo es 18 siendo sus lados los vectores u = (1,2,3); ¥ = (2,3,1) y
w = (a,1,2). Calcula o € R, si existe, de modo que se cumpla la proposicion precedente.

29. Halla o € R, si existe, talque 2i + aj — 4k; —3aj+1 + 2k ; y =i +j + k , sean coplanares.

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS
30. Encuentra un vector w paralelo al eje z, tal que |Proyz (i + w) | =5, siendo i = (3,-5,2) y

7 =(2,-1,2)
31. Demuestra que siendo %, v" no nulos, es verdadera la siguiente proposicion:
[4| = 2|9| A ang. (@, D) = g: Proy; (@ -v) =0
32.Sean d =2i—j+2ky ¢=3i4+4—k
i.Halla un vector b tal que d X b=2¢ ¢Hay mas de una solucién?
ii.Hallaun vector b talque dx b =&y d - b = 1. ;Hay mas de una solucién?
33. Determina el vector X si se sabe que es perpendicularau = (2,-3,1) y ¥ = (1, —2,3) y satisface
la condicion %-(2i—j+k)=-6
34. Dado los vectores i =i —j+2k ;¥ =3i+j+k; w= 20+ 2f — 2k. Halla las proyecciones
escalares y vectoriales:
a. Proyz;(W + v) b. Proyzi  c. Proygzv

35. Sean los vectores

a. 7= (1,0,6) §=(23,-8) t = (8,-5,6)
b. #=(-23,-2) §=(1,-1,0) t=(-12-2)
Encuentra:

> o

i. el area del paralelogramo determinado por 7y §,5y t, Fyt
ii. el volumen del paralelepipedo determinado por # ,5 y £
36.Sean los vectores # = (5,0,1), § = (3,—2,0), £ = (—4,1,x).Halla x, de modo que:
a. los tres vectores determinen un paralelepipedo de volumen 5.

b. los tres vectores resulten coplanares
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LA ECUACION DEL PLANO

Mientras que una ecuacion con dos variables corresponde a una curva en dos dimensiones, una
ecuacion con tres variables define una superficie en el espacio tridimensional. La ecuacion mas
sencilla de tres variables es la ecuacion lineal del
plano

ax +by +cz +d = 0.

Esta ecuacion puede tomar varias formas,
dependiendo de la informacion dada o de la
informacién requerida.

Consideremos el plano que contiene el punto
P(Xp,Yp,Zp), un punto variable X(x, y , z) y un vector
7 no nulo, normal al plano de componentes 7 =
(a,b,c).

Entre los puntos P y X queda determinad un vector
contenido en el plano.

ﬁ = (x,y;z) - (xp'yp'zp)
ﬁ = (x—xP;y_yp:Z_Zp)

En consecuencia, ambos vectores, el normal al plano 7 y el contenido en el plano PX seran
perpendiculares y por lo tanto su producto escalar dara cero. De modo que la ecuacion vectorial del
plano puede escribirse

PX -#i = 0> ECUACION VECTORIAL DEL PLANO
Realizando el producto escalar entre ambos vectores tendremos
(x—x,,y =¥ z—2,) (a,b,c) =0
a(x —x,) + b(y —y,) + c(z — z,) Aplicando la propiedad distributiva y agrupando términos ( —)
ax + by + cz —ax, — by, —cz, =0
ax + by + ¢z = ax, + by, + cz, siendod = ax, + by, + cz,

ax+by+cz= d —»> ECUACION GENERAL DEL PLANO
e Otra forma de llegar a la misma ecuacion es:

PX-#i=0 —>(0X—-0P) - =0 Aplicando propiedad distributiva y pasaje de términos
0X-i=0P-7 - (%52 (ab,c)= (XY 2) (abc)

ax + by + cz = ax, + by, + cz, donde ax,+ by, +cz, =d

Es decir, dado un plano = determinado por un punto P y un vector normal 72, le podemos hacer

corresponder una ecuacion de este tipo, donde los coeficientes de las variables X, y, z corresponden
al vector normal y el término independiente sera d = ax, + by, + cz,
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La terna ordenada (a, b, c) que define el vector normal 7, recibe el nombre de sistema de nimeros
directores del plano. Cualquier otra terna del tipo (Aa, Ab, Ac) con A # 0, también constituye un sistema
de nimeros directores del plano, pues el vector 7 = (Aa, Ab, Ac) es también normal al plano.

/" Halla la ecuacion vectorial y la ecuacion general del plano al cual pertenece P(4, -2, 7) yﬁ
perpendicular al vector 71 = (—1,1, 3). Da el conjunto solucién de todos los puntos que pertenecen a
plano y luego elige un punto en particular.

Solucién: PX = 0X — OP = (x,y,2) — (4,-2,7) = (x — 4,y + 2,2 — 7)
Se tiene la ecuacion vectorial PX - 7 = 0
[(x =i+ (y+2)] + (z— Dk] (-1 + ] +3k)=0
que en coordenadas cartesianas puede escribirse:
x—4,y+2,z-7)(-1,1,3) =0
Realizando el producto entre las componentes respectivas
—(x—4)+ (y + 2) + 3(z — 7) de la cual se obtiene
—x+y+3z+4+2-21=0
Se tiene la ecuacion general del plano
—x+y+3z=15

Validacion: los coeficientes de las variables x, y, z son — 1, 1 y 3 que corresponden al
vector normal, si reemplazamos el punto P (4,-2,7) en dicha ecuacién debe cumplirse la
igualdad

-(4)+(=2)+3(7) =15

Para determinar todos los puntos que pertenezcan al plano, despejamos en la Ecuacion
General una de las variables (la mas facil, en nuestro caso x)

x=y+3z—15 Qué significado tiene esta ecuacion?

x depende de los valores de y, z por lo tanto es la variable dependiente, las variables y, z
son las variables independientes (que asumen cualquier valor) por lo tanto el conjunto
solucion sera la terna:

S={(y+3z—-15,y,2)}

Para determinar otro punto del
plano, basta darle valores a y,z por
ejemplo

y=0z=3->x=-6 -

S ={(-6,0,3)}
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ECUACION SEGMENTARIA DEL PLANO

Para representar un plano se necesita conocer la interseccion del plano con cada uno de los ejes
coordenados.

Si el plano no es paralelo a planos ni a ejes coordenados, corta a los ejes en tres puntos P1(p,0,0) ;
P2 (0,q,0) y P3 (0,0,r). Entonces la ecuacion segmentaria del plano estara en funcion de p, q y r.

ax + by + cz = d dividiendo ambos miembros por d 7
x+y+z_d Jc_|_3/_|_z_1 r
d d d d p g 1T
a b c
q
Demostracion: p y
Interseccion eje x las coordenadas de un punto en el eje X tienen X

a:y =z = 0 sustituyendo en la ecuacién

a.x+b0+c0=d a.x=d ng P(p,0,0)

Interseccién eje y las coordenadas de un punto en el eje y tienen a x = z = 0 sustituyendo en la
ecuacion

a0+b.y+c0=d b.y=d y=35 Q0,0

Interseccién eje z las coordenadas de un punto en el eje z tienen a x =y = 0 sustituyendo en la
ecuacion

a0+b.0+c.z=d c.z=d ZZ% R(0,0,r)

/ﬁado el plano m: 2 x + 3y — 6z = 12, escribelo en forma segmentaria y grafica \

Solucion: dividiendo ambos miembros por 12
2x 3y 6z 12

2 12 12 12 ‘

X Z
Tzt 4
2 3 -
X y Z _ s
6+4+—2 1

Siendo 6, 4 y —2 las intersecciones en los
ejes coordenados

o

40



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

ﬂ)etermina la ecuacion general vy \

segmentaria  del  plano  cuyas
intersecciones con los ejes coordenados

son los puntos P(2,0,0) , Q (0,4,0) y sf
R (0,0, 6) respectivamente.

Solucion: ya que sabemos las /

intersecciones en los ejes coordenados,
primero determinamos la ecuacion

segmentaria ?

X y z

E + Z + g =1 ]
Sacando comun denominador 12 . P g
L -~ | o 2
6x + 3y + 2z /4./. ¥~ \p
—_— 1 e d |
- .‘i\
-2

."1
Y
|

|
T
|

|

|
T

|

|

|
A

\6x+3y+22= 12 ec gral.

ECUACION DEL PLANO DETERMINADO POR TRES PUNTOS

e/

Procedimiento:

e SiP,QRen = PQcn A PRcn (seleevectores incluidos en el plano)
e A=P0x PR= (a,b,c) = 1 L (selee el vector normal es perpendicular al plano)
e SiP(xq,y1,2,) € © reemplazando en la ecuacion del plano ax, + by, + cz; = d se calcula “d”

/Dados P (2,0,0), Q(0,4,0)y R (0,0, — 6) que pertenecen al plano &, calcula la ecuaci(h

general del plano.(Observa que son los mismos puntos del ejemplo anterior)

Solucion: entre los puntos dados se determinan dos vectores ﬁf: (—2,4,0);

PR = (—2,0,6), los cuales estaran incluidos en el plano. Luego se realiza el producto
vectorial entre ellos para obtener el vector normal.

~

—_— — i ]v k ~ _— —
n=PQxPR=|—2 4 o|=-24i-12j+8k= PQx PR =(-24,-12,8) =
-2 0 -6

n=(63,-2)
6x+3y—2z=d
Reemplazando P en la ecuacion del plano se calcula “d” 6.2 +3.0 —2.0 = d
6x+3y—2z= 12 Comprueba que sucede si reemplazas por los otros puntos

Observacion: se puede ver que en los dos ultimos ejercicios los dos planteos son
kvélidos y se llega a la misma ecuacion. /
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CASOS PARTICULARES

PLANO QUE PASA POR EL ORIGEN DE COORDENADAS
reemplazando el punto (0,0,0) en la ecuacion general del plano en (X, y, z) tendremos:

ax+by+cz=d - al0+b.0+c.0=d d=0—> ax+by+cz=0

Es decir si el punto pertenece al plano entonces sus coordenadas deben verificar la ecuacion.

PLANO PARALELO AL EJE Z Sir//al eje z entonces
n//k=T7_Lk — 7= (ab,0);

La Ecuacion General sera ax + by = d
La Ecuacion Segmentaria sera

se puede observar que no corta al eje z, su ausencia en la ecuacion se debe
a que su coeficientec = 0

PLANO PARALELO AL EJEY Sin//al ejey entonces

n//j=>nLlj >1n=1(a0,c) 7= (a0,c)
La Ecuacion General sera ax+cz= d :
I
La Ecuacion segmentaria i i
X n Z 1 :
d d P L —y—
a c X ’,’,
se puede observar que no corta al eje y, su ausencia en la /’

Ecuacidn se debe a que su coeficiente b = 0

PLANO PARALELO AL EJE X Si =t //al eje x entonces
n//i=>nLi—>n=(0,bc)
La Ecuacion general sera by +cz= d

La Ecuacion Segmentaria

se puede observar que no corta al eje x, su ausencia en la
ecuacion se debe a que su coeficiente a = 0
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Observacion: Podemos concluir, diciendo que si un plano es paralelo a uno de los ejes coordenados,
su ecuacion carece de la variable correspondiente a ese eje.

Si dos coeficientes del vector normal son nulos, entonces el plano =, seré paralelo a uno de los planos
coordenados

Si 7 es paralelo al plano xy— © //k -1 =(0,0,c) » 0x+0y+cz=d —>z=%

Si  es paralelo al plano xz—»n //j -1 =(0,b,0) » Ox +by+0z=d —y=

Ll o|a

Si mes paraleloal planoyz—>n //i > 1= (a,00) » ax+0y+0z=d —y=

Observacion: Podemos concluir diciendo, que si un plano es paralelo a uno de los planos
coordenados, su ecuacién carece de las variables correspondientes a esos ejes.

ECUACIONES VECTORIALES PARAMETRICAS

Sean unplano, P(x,,¥,,2,) un punto del plano y i y v dos vectores paralelos al plano y por lo
tanto por tratarse de vectores libres dichos vectores estaran contenidos en el plano.

Considerando un punto variable X (x, y, z) que pertenece al plano, podemos determinar el vector 0X,
expresandolo como una suma vectorial de dos vectores :

0X = 0P + PX (1)

Siendo PX un vector del plano, el cual a su vez es una
combinacién lineal de los vectores i y v. Por lo que éste puede
expresarse como:

PX =i+ ub siendo A y u dos escalares.

Reemplazando en (1)

0X =0P+ MU+ ut

Si consideramos las componentes de los vectores, podemos desarrollarla en forma vectorial

X Xp + AUy + 1y
<)’> =| ¥ +Au, + uv, |ECUACIONES VECTORIALES PARAMETRICAS
z Zy, + Au, + pv,

X =Xp+ AUy + puy
y =¥, +Au, + uv, ECUACIONES CARTESIANAS PARAMETRICAS
zZ=2zy+Au, + uv,
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Halla las ecuaciones vectorial paramétrica y general del plano determinado por los tres \
puntos P(1,0,2), Q(2,2,2) y R(0,1,5). Grafica

Solucion: tres puntos determinan 2 vectores, por ejemplo © = PQ = (1,2,0) y
% =PR = (-1,1,3)

Se sustituye en las ecuaciones vectoriales paramétricas, uno de los puntos dados y los vectores
escalados

x 1+A—u x=1+A—u
<y> = ( 24+ u j) Ec. Vect. Paramétricas y =24+ u Ec. Cartesianas Paramétricas
z 2+ 3u z=2+3u

e Parahallar la ecuacion general del plano habra que realizar (u x v) que nos dara el vector

—

.
i j k 5

uxv=\1 2 o|l=6i—-3j+3k
-1 1 3

Con el vector 71 y el punto P (puede ser cualquiera) —
PX . 7=0->7:6x—3y+3z=12

Validacion: compruebo reemplazando los puntos Q y R en m, se debe verificar la igualdad
vV 71:6.2-3.24+3.2=12
v 1:6.0-3.14+3.5=12

Para graficar es conveniente la ecuacion segmentaria
X y vA 12
ztiztzTe 7
6 -3 3

- /

Y Ejercitacion 1

y
+-—+
—4

TR
&N

1. Encuentra la ecuacién del plano que pasa por el punto P (3, 2,1) y es paralelo a los vectores
u=(3,-1,0); v=(6,—-1, 1)
2. Halla la ecuacion del plano que es perpendicular en su punto medio al segmento P (2, 1,5);

Q(4,1, -3)
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ECUACION NORMAL DEL PLANO

Si a la ecuacion general del plano la dividimos por el modulo del vector normal, los coeficientes de

las variables x , y , z corresponden a los cosenos directores

ax by cz d

—t =t ==
Inl 6] 8l %

cosax +cosfy+cosyz=246

&: es la distancia del plano al origen

d _a.xj+b.y;+c.z;

i1l VaZ+ bz 2

Demostracion:

La distancia del plano al origen de coordenadas =
Proyﬁﬁf

Por lo tanto:
—, 0P (x4,y:,21)"(ab,c
Proys OP, = - (x1,¥1,21) " ( )

il VaZ+ b2+ c?
— a.xy+b.y;+c.z;

Proyz OP; = 2

(0,0,/c)

n=(ah,c

Proy, OP, = distancia del plano al origen

Se comprueba que :

Proyz O—Pl) =4

ﬁdo el plano m:2x—-2y+z—6 =0 llevarlo a la

Solucion: ] = /22 + (=2)2+ 12 = 3

Para llevarlo a la forma normal dividimos el
plano it por |7| = 3

2 2 4 z 6 5= 2

— —_ _——— =

3* 7377373

Haciendo por proyeccién tendriamos que

__, _0P.7_(0,06)-(2,-21)

om0k = R = e
— 20-20+16 6
Proy; OP, = 75 =§=2

Se comprueba que :

orma normal, comprobar que § es la distancia del plano al origen de coordenadas

iﬁ). 0,6)

Proyy O_PZ) =6

-
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ANGULO ENTRE DOS PLANOS

En R3 dos planos o son paralelos o se cortan en una recta que
es su interseccion. Si los planos son paralelos decimos que
forman un angulo nulo.

El angulo que forman las secciones normales resulta ser el
mismo que forman sus vectores normales, segiin como estén
orientados dichos vectores normales, podra ser un angulo 6
0 su suplementario (180° - 6).

Dados dos planos w1 @ ayx+by+ciz+d;, =0y
n2:a, x + b,y + ¢,z +d, =0 el angulo entre los planos
estara en relacion con los vectores normales de ambos. De
acuerdo a lo visto en angulos entre vectores, se tiene:

laja, + byb; + cic5|

\/a§+b%+cf -\/a§+b%+c%

cos O =

CONDICION DE PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

Estas condiciones surgen también de las condiciones de sus vectores normales. Dados los planos:
m.:ax+bhy+tcz+d, =0 /1= (ay,by,cq)

My X+ byy+cz+d, =0 /1y, = (ay by, c3)

Diremos que:

e Sim // m, entonces 7y, =11, — (a,aya3)=A(by,byb3) _,
n

2

Igualando las componentes

Nos dice que dos planos son paralelos cuando se cumple que
la razon de las componentes es la misma

a; a 4as
by b, b
« Si los planos son perpendiculares
T LT[Z @ﬁl' 7'_1,)2:0

a,a, + byb, + cic; =0
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TRABAJO PRACTICO: EL PLANO

Nociones basicas

1. En los siguientes ejercicios, indica el vector normal del plano, el conjunto solucion, un punto que
pertenezca al mismo, y realiza su gréfica.

11 x+6y+2z=2 1.4 §+§:1 1.7 _3y:§+§
12 x+3y=-6 15 y=5 18 2z+3y=6
13 z=0 1.6 2x—12z = 12 19 x=2

2. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto M; y cuyo vector normal es 1;

M1(2,1,—-1) M2(0,0,0) M3(3,0 5) M4(0,—2,v2)
n_l) = (1; _2'3) n—Z) = (5;0; _3) n—3) = (01011) n—4) = (0; _1: _\/E)

3. Dados los puntos M;(3,—1,2) y M, (4, —2,—1). Halla la ecuacidn del plano que pasa por el punto
M1y es perpendicular al vector M, M,

Ecuacion segmentaria del plano

4. En el ejercicio 1 (de nociones basicas o introduccion), halla:
4.1 Los puntos de interseccién del plano con los ejes coordenados.
4.2 Escribe los planos en forma segmentaria.

5. Un plano pasa por el punto M1 (6, —10,1) e intercepta en el eje de abcisas el segmento p = —3
y en el eje de cotas el segmento » = 2. Halla la ecuacion segmentaria.

6. Un plano pasa por los puntos M1(1,2,—1) y M2 (—3,2,1) e intercepta en el eje de ordenadas el
segmento g = 3. Halla la ecuacion segmentaria.

7. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto M1(2, —3,—4) y que intercepta en los ejes
coordenados segmentos de igual magnitud y diferentes de cero (se supone que cada segmento
parte del origen de coordenadas).

8. Halla la ecuacion del plano que es paralelo al vector ¥ = (2,2, —1) y que intercepta en los ejes
coordenados Ox y Oy los segmentosp =3y q = —2.

9. Halla la ecuacion del plano que es perpendicular al plano 2x — 2y + 4z — 5 = 0y que intercepta
en los ejes coordenados Ox y Oy los segmentos p = —2,q = 2/3

Ecuacién del plano determinado por tres puntos.

10. Los tres puntos determinan un plano 7z; :
m:(1,1,-1); (3,3,2); (3,—-1,-2)
m,:(1,2,3); (2,3,4);(—1,7,-2)

5:(0,0,0); (1,1,1); (3,2, —1)
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Decir cuéles de los siguientes puntos estan contenidos en dichos planos.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

m: A (2,2,1/2) B(4,0,—1/2) €(-3,1,-3) D(3,1,3) 0(0,0,0)
A (2,-2,1/2) B(-13,-4) C(-1,0,1) D(246) E(1,1,24/7)
3 A (2,2,2) B(0,4,—1/2) €(1,2/3,—1/3) D(-3,-2,1) E(0,1,1)

D. Ecuacién vectorial paramétrica del plano

Halla la ecuacion del plano que pasa por Mz (3,4, —5) y es paralelo a los dos vectores
u=031,-1)yv=(1,-21)

Determina si los siguientes planos son paralelos:

12.1 ay:(1,-2,0) + A(1,2,1) + 1(2,3,4) Bi:(2,4,1) + 6(3,5,5) + ¢(1,1,3)

122 ay:(3,2,1) + A(1,0,0) + 2(0,1,0) B,:(1,1,1) + 8(1,0,0) + ¢ (0,0,1)

Sea 0OX = OP + PX donde P(1,2,—3), % = (3,2,1) y # = (1,0,4). Determina cuéles de los

siguientes puntos estan en el plano

P(1,2,0) Q(1,2,1) R(6,4,6) 5(6,6,6) T(6,6,—5)
Determina la ecuacion general y las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por Py(2,3,—4) y
es paralelo a los vectores i = 4i +2f yv# =2i—j+k

Dado el punto P y el plano =, determina la ecuacién del plano f3, paralelo a = y que contiene a
x=—-1+A+u

P(2,4,5) 7y y=A1-2u
z=14+2A—pu

Si = es el plano determinado por P(1,-1,0); u = (3,1,1) y v = (—1,2,0), determina:

16.1 la ecuacion paramétrica de m

16.2 z; sabiendo que P;(10,—-5,z;) €

Dado el plano o en forma paramétrica, expresarlo en forma vectorial, general, normal y
segmentaria:
x=2+7u x=5+2\A—-3pn x=1+ 1
1713y =2+ A—3u 172{y=6— A+2u 17.3{y =6 — A+ 2u
z=-5+4+131 z=7+4+51—pn z=T7u

E. Ecuacion normal del plano

Determina cuéles de las ecuaciones de los planos dados a continuacion estan escritas en la forma
normal:

1 2 2 2 1 1 4 3
18.1 E.X—g_’y—EZ— 18.2 §x+§y—§z—3 18.3 Ex—§y+3—0
Reduce a la forma normal cada una de las ecuaciones de los planos siguientes:
191 2x—-2y+z = 18 192 3,.8,,2,,3.0 193 3x—4y—-1=0
70777
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Ejercicios surtidos

20. Halla la ecuacion general, segmentaria, paramétrica y normal de los siguientes planos:

4 z

|

y / >y

X x ¥

21. Determina la ecuacion del plano que satisfaga las condiciones indicadas.

Contiene a (3,6,12) y es paralelo al plano xy.

Contiene a (0,6,4) y es paralelo al plano xz

Contiene a (—7,—5,18) y es paralelo al plano zy

Pasa por el punto P(2,3,—5) yesparaleloal planox + y —4z =1

Contiene a (1,0, —5) yesparaleloal planox +y —4z =1

Contiene al punto P(1,3,4) y es paralelo al plano 2y + 4z = 10

Es perpendicular en el punto medio al segmento que une los puntos (—1,3,2) y (2, —4,5)
Pasa por P1(3,—2,2) y P2 (4,2,3) y es paralelo al eje “x”

Pasa por el eje Ox y por el punto M1(4, —1,2)

Pasa por el eje Oy y por el punto M2(1,4, —3)

Pasa por el eje Oz y por el punto M3(3, —4,7)

I.  Contiene a (0,3,0);(0,0,5) y es ademas perpendicular al plano 7x — 3y + 6z —4 =0
m. Pasa por (2,0,—1) y (4,2,2) y es perpendicular al plano 2x —y + 4z =0

n. Pasapor Q(3,—2,2) y R(4,2,3) y es paralelo al eje de ordenadas

0. Es perpendicular al vector 41 — 2j pasa por el punto (1,2,5)

p. Perpendicular al eje y en el punto (0,4,0)

N T S@ he a0 o

22. Sea a. el plano cuya ecuacion general es ax + by + cz + d = 0. Establece en cada caso, la
relacion que deben satisfacer los coeficientes a, b, ¢, d de modo que:
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23.

22.1 Seaparaleloalplano2x -y + z = 7

22.2 Sea perpendicular al vector (—1, 3,5)

22.3 Intercepte a los ejes coordenadosenx = 2,y = -1,z = 1
22.4 Pase por el origen

22.5 Sea perpendicular al plano YZ

Un plano tiene como ecuacion cartesiana x + 2y —2z + 7 = 0 Halla:
23.1 Un vector normal de longitud uno

23.2 Los segmentos interceptados por el plano con los ejes.

23.3 Ladistancia del plano al origen.

Planos paralelos y perpendiculares

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

Determina para qué valores de k y m los pares de ecuaciones dadas a continuacién determinan
planos paralelos:

241 2x + ky + 3z-5=0 mx -6y -6z + 2 =0
242 3x-y +kz-9 =0 2x + my + 2z-3 =0
243 mx + 3y-2z-1=0 2x-5y-z =0

Determina para que valores de k los pares de ecuaciones dadas a continuacién determinan planos
perpendiculares

251 3x-5y +kz-3 =0 x+3y+2z2+5=0
252 5x +y-3z-2=0 2x + ky-3z+1 =0
253 7x-2y-z=0 kx + y-3z-1 =0
Dados los planos

261 my : 3x -y + kz =1, m,: 9x -3y + 2z = 8.
262 my,:2x +5y-2z=3; ,:kx +y-1/52 =0
Calcula k de modo que a) 1/ m2 b) m1 L7

Halla la ecuacion general del plano que pasa por P(3,0,2) y es perpendicular a los planos
n:3y—2z+ 2 =0y mu:x = 0.

Determina la ecuacion del plano que contiene a P(2,—1, 3) y es perpendicular al plano
y: 2x+ 3y—4z = 0

Encuentra la ecuacion del plano perpendicular al plano 5x +y + 4z = 0 y que pasa por los
puntos A(3,1,2) y B(3,4,4)

Halla la ecuacion del plano que pasa por dos puntos M, (1,—1,2) y M,(3,1,1) y es perpendicular
alplanox — 2y +3z—-5 =0

50



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

31. Halla la ecuacidn vectorial y general del plano que satisface las siguientes condiciones.

a. Es perpendicular en el punto medio al segmento que une los puntos (—1,3,2) y (2,—4,5)
b. Pasa por R(—4,1,2) y es paralelo al plano x = 5

c. Contiene al eje “z” y a P;(4,2,0)

d. Pasa por P1(3,—2,2) y P,(4,2,3) y es paralelo al eje “x”

32. Halla un vector de longitud 1 perpendicular a i + 2j — 3k y al planox -y + 5z = 1
Angulo entre dos planos

33. Halla la ecuacion general del plano que pasa por P(2,1,3);si un vector normal 71 forma los &ngulos
con i, j, k respectivamente:1/3 rt, 1/4 n, 1/3 &t

34. Determina a. € R, si existe, sabiendo que el plano ax + 4y + 3z — 12 = 0 determina con los
ejes coordenados un tetraedro contenido en el 1° octante, cuyo volumen es 24

COMPROBACION DE CONCEPTOS
(Puedes...

» escribir la ecuacion de un plano que pasa por dos puntos dados y es perpendicular a un plano
dado?

reducir la ecuacion de un plano de la forma general a la forma segmentaria?

reducir la ecuacion de un plano de la forma vectorial paramétrica a la forma general?
hallar los cosenos directores de las normales a un plano cuya ecuacion es conocida?
reducir la ecuacion de un plano de la forma general a la normal?

escribir la ecuacién de un plano conocidos 3 puntos no alineados?

YV V V V VYV VY

determinar un punto que pertenezca al plano y escribir el conjunto solucién

o1
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LA ECUACION DE LARECTAENRS

Todos estamos familiarizados con la ecuacion de la recta en el plano cartesiano, con punto —
pendiente, o entre dos puntos, ahora se quiere considerar desde un punto de vista vectorial

Una recta perteneciente al espacio R% o al plano R?,

queda perfectamente determinada cuando se '
conocen un punto P que le pertenece y su
direccion, que puede ser aportada por un vector
¥ no nulo que se llama vector director.

Dado un punto P y un vector no nulo v, el conjunto
de puntos del espacio:

L ={X/0X = OP + A%, AeR}, es una recta que
pasa por Py es paralela al vector v. Fig. 1
Recordemos que el vector que define la direccién
de L no es Unico, puede ser reemplazado por
cualquier multiplo escalar (Av), y el punto P puede x

reemplazarse por cualquier otro punto de la recta.

El vector ¥ es llamado vector director de L. las componentes de v (no todas nulas) son los nimeros
directores de L.

Obviamente toda recta admite multiples ternas de nimeros directores (¢por que?).

Los cosenos directores de v (también los de —v) son llamados cosenos directores de L. En
consecuencia, toda recta admite dos ternas de cosenos directores y por extension dos ternas de angulos
directores.

Laecuacion OX =O0P+ A7 AeR, (1) ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA
es la ecuacion vectorial de Ly la variable A recibe el nombre de pardmetro. Esta ecuacion vectorial
de la recta en R® puede escribirse como vector columna:

X Xp a
<y> = <YP> + A <b> 1)
Z Zp c

o también puede escribirse por medio de los versores 1; j; k:

xU+yj+zk=(, 0 +y,j+z,k)+A(al +bj+ck)
Siendo (x,y,z) las coordenadas del Punto X y (a, b, c) las componentes conocidas del vector
director dado v. De cualquiera de ellas, y como se trata de igualdad entre vectores, se obtiene:

X=X+ Aa
Yy =Y, +4b (2) ECUACIONES CARTESIANAS PAREMETRICAS
zZ=12,+ Ac

Estas ecuaciones permiten obtener las coordenadas de un punto cualquiera de la recta en términos del
parametro A; a cada valor le corresponde una terna (x,y,z) y consecuentemente un punto, solo uno
perteneciente a la recta dada.

Despejando A en cada una de las ecuaciones del sistema (2) obtenemos:
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(x—xp _ X—Xp _Y~Vp
=1 = —

a a b

Y~ Ip —Xp _Z72%p

. . . X—x
=1 que a Su vez, €s equwalente al sistema de ecuaciones P =—

y=y zZ—-z
— ﬂ. |4 — p
c b c

El cual es equivalente a cualquiera de los siguientes sistemas:

b
)

Que por brevedad se suele escribir asi

=z 2
— — 4
a b c &

es la forma simétrica de la ecuacion de la recta en el espacio. No debe olvidarse que (4) no es una
ecuacion sin6 uno cualquiera de los tres sistemas de (3)

ECUACIONES SIMETRICAS (4)

Tiene las siguientes particularidades para recordar:
e Los denominadores son las componentes de un vector director, y recibe el nombre de nimeros
directores de la recta.
e Los sustraendos de cada numerador, son las coordenadas de un punto P que pertenece a la
recta

N\

@a larectax — 2 = yT_‘L = 23;1 identifica el vector )

director y un punto que pertenece a la misma.
. -z -4
La simple lectura de la ecuacion x —2 = yT =

z-1

3

nos permite deducir que un vector director de la recta
correspondiente es:

i=(123) y que P(241) e un punto .
perteneciente a la recta (propon otro vector director / | :
y otro punto perteneciente a la recta). T

Utilizando el mismo ejemplo vamos a tratar de
comprender que significado tienen los sistemas de ecuaciones (3), trabajando con uno de ellos
tendremos:

x—xpzy—yp y—4
a b 2 _){Z(x—2)=y—4_){2x—4=y—4
X=X _Z27% z—1 3(x—2)=2z-1 3x—-6=2z-1

a c 3
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{Zx —y =0 - ec.deunplano
3x —z =5 - ec.deunplano

mi2r—y=>5

La interseccion de estos dos planos nos dara como
resultado la recta, es decir que la recta puede pensarse
como el conjunto solucidn de la interseccion de los dos
planos

X=X, Y=Yy X—X, Z—Z __‘__,’_';;5?-
L=y 2 2 -

. , \
A i S R e S
N

Que en nuestro ejemplo seria
L={P(x,vy,2z)/2x —y=0A3x—2z=5}

COSENOS DIRECTORES DE UNA RECTA

Llamemos cosenos directores de una recta a los cosenos directores de un vector director
correspondiente a dicha recta.
Siv = (a,b,c) esun vector de la recta L se tiene que:

a
cosa=ﬁ; cosf =

b .
—; COSy = % (5) son cosenos directores de la recta L.

171’

También seran cosenos de la recta, los cosenos directores de - v = (—a, —b, —c) y se cumple la
relacion: cos? a + cos? B + cos?y =1

ﬂtlla la ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas, simétricas y cosenos directores de la recth
que pasa por el punto P(0,1,—4) y es paralela al vector v = (2,—3,5)

X 0 2 x 27
Solucion: Aplicando (1): <y> = ( 1) + /’l(—3> = (y) = ( 1 - 31)
z —4 5 z —4 + 521

x =21
De donde se obtienen las ecuaciones paramétricas: {y =1-31 = despejando A se obtienen
z=-34+54

las ecuaciones simétricas:
x y—1 z+4

2 -3 5
El mddulo del vector ¥ serd |9] = /22 + (—3)2 + 52 = v/38. Luego aplicando (5)

- -5 ; -
& oSy = seran los cosenos directores

V38 /
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POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA EN R3 -RECTAS PARALELAS A LOS EJES

COORDENADOS

Si la recta es paralela a los ejes coordenados los vectores directores seran:

e L/ejex=v//I=v=(a0,0)

Ec. vectorial (x,y,z) = (xp,y¥p, zp) + A(a, 0,0)
Ecuaciones X =x,+ Aa
paramétricas Y =W
zZ = Zp
Ecuaciones X~ Xp
PR Y=Y Z=2Z
simétricas a YT P

e L/ejey=v/j=v=(0b,0)

Ec. vectorial (x,v,z) = (xp,y¥p,2p) + 1(0,b,0)
Ecuaciones X =Xp
paramétricas y=y,+ b
zZ = Zp
Ecuaciones Y= Yp
.. X =Xy, Z = Z
simétricas b p P

e L/ejez=v// k=7 =(00,c)

Ec. vectorial (x,y,z) = (xp,yp,2zp) + 1(0,0,¢)
Ecuaciones X =Xp
paramétricas Y=
zZ=2p+ Ac
Ecuaciones Z—Zp
AR X=x,y= Yy, —
simétricas Y= VT

\_

(x,y,z) = (1,2,—1) + A(0,1,0) Ecuacion Vectorial

x=1
y =2 + A Ecuaciones paramétricas
z=-—1
y—2; x =1; z= —1 ecuaciones simétricas

Encuentra la ecuacién vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por,
el punto P(1,2,—1) y es paralela al eje y.

Solucién: se puede utilizar el versor j como vector director de la recta v; = (0,1,0)
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/Halla la ecuacidn vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa\
por los puntos P(1,—2,2) y Q(3,—2,2)

Solucion: la direccion viene dada por el vector entre los dos puntos Py Q

?=P0 = (2,0,0)

X 1 2 X 1424
Aplicando (1): <y> = ( —2> + A(O) = <y> = < -2 )
z 2 0 z 2

De donde se obtiene las
ecuaciones paramétricas:

x=14 21
y=-2 =
z=2

Ecuaciones Simétricas: ’
Y == #
x—1 ) ) /L
; = — ;Z =
> y
es una recta paralela al eje x y m,./ o pe

que pasa por el punto P. e Omeaa e
También se podria decir que /4

es una recta que pasa por el ~ e
punto P y resulta de la / ’

interseccion de los planos
y=-2vy z=2

RECTAS PARALELAS A LOS
PLANOS COORDENADOS

e L //planoxy = ¥ //plano xy = ¥ = (a, b, 0)

Ec. vectorial (x,y,z) = (xp,y¥p,2zp) + A(a, b,0)
Ec. paramétricas x=x,+da
y=y,+ b I
Z=2 <:\H\J\ ——
Ec. simétricas X=X Y=Y ,I/
. p iTh e — e

e L//planoxz= v //planoxz= v = (a, 0, ¢)
Ec. vectorial (x,y,z) = (xp,¥p,2p) + A(a, 0, )

Ec. paramétricas | (x = x, + la
Y=Y
zZ=2z,+ A

Ec. simétricas X—=Xp Z—2Zp o
a - c Y= yp )///
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e L//planoyz= v //planoyz = v = (0,b,¢)

Ec. vectorial (x,y,z) = (xp,y¥p,2p) + 1(0,b, )
Ec. parametricas X =Xp
y=y,+ b
zZ=2y,+ Ac
—— = ——7
Ec. simétricas Y byp == Pix=x, o

Encuentra la ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa\

por el punto P(1,—2, 1)y es paralela al plano xy
Solucion: vy = (1,1,0)puede ser un vector director de la recta
(x,y,z) = (1,—-2,1) + A(1,1,0) Ecuacion Vectorial

x=1+1
{y = —2 + A Ecuaciones paramétricas
z=1
x—1 _y+2 , o
=, Z = 1 ecuaciones simétricas

1 1
También es valido escribir x —1=y+2; z= 1

e Encuentra la ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa los

puntos P(3,1,—-1)yQ(3,2,2)
Solucion: la direccion viene dada por el vector entre los dos puntos Py Q

7 =PQ =(0,1,3)

Ecuacién vectorial

£)-(3))-6)- (22

VA

% = (0,1,3)

Ecuaciones paramétricas:

x =3
{y =2+ 1 = Despejando A, se obtienen las
z=2+4+31

. . . -2 -2
Ecuaciones Simétricas yT = ZT; x=3

La recta es paralela al plano yz, también se
puede decir que se encuentra en el plano x = 3

o J
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ANGULOS ENTRE DOS RECTAS

El angulo entre dos rectas en R®va a estar dado por el menor angulo entre sus respectivos vectores
directores. Para obtener el menor angulo consideramos el valor absoluto del producto escalar

vy -7l v, - vl
c0s =———— -0 =arccos———
o1 | - [v2] [v1 | - [v2]
4 Halla el angulo agudo que forman las rectas: )
x+1 z+1 x =3
L1:T=y=T yLZ: y=1+2/1
z=2A
Solucién: 7; = (2,1,1) y v, = (0,2,1)
2,1,1)-(0,2,1 3
_@iy-o2n_ 3
vé|-|V5| 30
\_ J
CONDICION DE PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTAS
Si v, y v,dirigena L, y L, respectivamente, puede asegurarse que:
L1 1 Lz = U_l) . 'U_z) = O
Observacion: Debe tenerse en cuenta que ser perpendiculares no significa que se corten.
4 )
o Demuestrasil, L LysiendoL;:x=1;2=22 y [ X=2=Z
2 -1 3 2 7
Solucion: v; = (0,2,—-1) , v, = (3,2,7)
v 1,=0 & (02,-1)- (3,2,7) =4 —7 = =3 # 0 las rectas no son perpendiculares
L J
K Halla la recta que pase por el origen y que sea perpendicular a L : x_—+11 = y7_3 = _is \

¢Cuéntas hay?

Solucién: vy = (—1,2,-5) ; v, = (x,v,z) vector director de la recta desconocida L,
La condicion que se debe cumpliresque L; L L, & v+ v, =0

(=12,-5) (x,y,2) =0
—Xx+2y-52=0=>x=2y—-52=7v, = (2y —52,y,2)
Habré infinitas rectas, contenidas en el plano-x + 2y —5z =0

Sabiendo que pasa por P(0,0,0) y con v, = (2y — 5z, y, z).La ecuacion vectorial sera

Ly:(x,y,z) = A2y — 52,y,2)

. J
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CONDICION DE PARALELISMO ENTRE RECTAS

Si v, y vydirigena L, y L, respectivamente y P, € L; A P, € L,, entonces se deben cumplir dos

condiciones
v = Ay,
L/ Tl _’{Pl €L AP, &L,

Observacion: Debe tenerse en cuenta que ser paralelas significa que NO se corten.

/ s x=3+4t \
o Decide si Ll:xT === = ¥ Lp:jy =10t siendo teR son paralelas.

~ 5
z=1-8t
Solucion: comprobando la primera condicion
v, = 1v, =(2,5,—4) = A1(4,10,—8) Igualando componente a componente

2
5=104 3/1=Z=—

2:4/1 5 _4
10 -8

—4=-81

la razén es la mima, por lo tanto se cumple que v; = 1 v,

Para comprobar la segunda
condicion , podemos reemplazar
P;(1,3,0) en alguna de las
ecuaciones de la recta de L,

x1—3 y1_z—1
4 10 -8

-_

Ly:

1-3 3 0-1
4 7107 -8
las razones no son iguales,
quiere decir que P, & L, por lo
tanto se cumplen las dos
condiciones y las rectas son

paralelas

T Ejercitacion Halla las ecuaciones de los ejes coordenados.

a) ¢Cuales son las condiciones que deben darse para que una recta sea paralela a uno de los ejes

coordenados?

b) Si una recta esta contenida en uno de los planos coordenados, sin ser paralela a ningun eje. ¢qué

numeros directores tiene? Halla una ecuacion vectorial de la misma
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ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA EN R?

Las ecuaciones vistas en el espacio vamos a generalizar para el plano cartesiano. La ecuacion
0X = OP + A¥ también es vélida para la recta L en el plano cartesiano.

Sea X (x, y)un punto genérico de larecta, P(x,,y,) € Ly ¥ = (a,b)
el vector director, entonces OP = (x,,¥,) y 0X = (x,), son \Y‘
vectores en posicion estandar

PX = ap » (0X — OP) = 1

por lo tanto despejando 0X

0X = OP + A% (1)

reemplazando los vectores por sus coordenadas se tiene otra forma
de escribir la ecuacion vectorial de L

X(x,y)

(X) = (Xp) + 4 (Z) (1) ECUACION VECTORIAL PARAMETRICA

y Yp

Operando con el segundo miembro se reduce por igualdad de vectores:
X =x,+Aa ,

{ (2) ECUACIONES CARTESIANAS PARAMETRICAS
y=y,+4b

Para cada valor gque se le asigna al parametro 1 se obtiene un par ordenado (x, y) que define un
punto X que esté en la recta L. Eliminando el pardmetro A en (2) se igualando obtenemos las

=L (3) ECUACIONES SIMETRICAS

ﬂda la recta de la ecuacion explicita y = —2x + 6 dar las componentes de un vector\
director y de un vector normal. Escribir la ecuacion vectorial, paramétricas y simétricas
de la recta

Solucion: para determinar un vector director, basta conocer dos puntos de la recta:
Six=0y=6-P(0,6) Q_P)=17=(—3,6)
Siy=0;,x=3 - Q(3,0)

Aplicando las ecuaciones (1), (2) y (3)

X\ _ (3 -3 . AlX Yy
(y) = (0) + A( 6 ) ec.vectorial 1 13 |12
x=3-31 . 2 |6 18
{y — 6461 ec.parametricas -1 |3 0
x—3 y . Haciendo una tabla de
= — ec.simetricas
-3 6 valores se pueden obtener

distintos puntos de la recta

\ al variar A /
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) \ Escribiendo la ec. de la recta en forma
oersRe N 7O general, es muy facil identificar el vector
normal, ya que son los coeficientes que
multiplican a las variables x e y.

X(z,y)

Para encontrar el vector director de la recta
2wty —6=0 hay que realizar el producto escalar e
igualarlo a cero ya que ambos vectores son
perpendiculares.

Al =2

4 3 2 4 [ 1 2 ‘&(37 03
.

Nota: ¢Cuél es la diferencia de estas ecuaciones con las de la recta en R3?

L, X=Xp _ V=Vp .. . .
De la ecuacion — = N eliminando los denominadores tendremos

b(x — x,) = a(y — y,) aplicando propiedad distributiva, igualando a cero y agrupando

bx — ay + (ay, — bx,) = 0 donde si hacemos A =b; B =—ay C = ay, — bx,, obtenemos la
ecuacion de primer grado en dos variables que es la ECUACION GENERAL DE LA RECTA
Ax+By+C=0(4)

Observacion: Los coeficientes de las variables (A y B)no deben ser simultaneamente 0. Dichos
coeficientes corresponden a un vector normal.

Ecuacion De Los Ejes Cartesianos

Si una recta coincide con el eje x (es el eje x) entonces Ay C deben ser cero ¢Por qué?
La ecuacion se reduce a By = 0 = y = 0. Entonces la ecuacion del eje x es y = 0.
Analogamente se deduce que la ecuacion de correspondiente al ejeyes x = 0

COMPROBACION DE CONCEPTOS

(Puedes.......

1 hallar la ecuacion de la recta con dos puntos?

1 identificar en las distintas ecuaciones el vector director de la recta y un punto de paso?

hallar las ecuaciones de una recta, conocidos sus numeros directores y un punto por el cual pasa?
diferenciar entre la ecuacion de una recta y la ecuacion de un plano?

obtener una recta perpendicular a un plano coordenado? ¢ Qué numeros directores tendra?

obtener una recta paralela a uno de los planos coordenados? ¢ Qué nimeros directores tendra?

(N O R O B O N O

decir cuando dos rectas son perpendiculares o paralelas?
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TRABAJO PRACTICO: LA RECTA

1. Halla las ecuaciones: vectorial, paramétricas y simétricas de la recta L de R® determinada por:

a. pasaporel P(2,3,4)y es paralela al vector u = (2,1,1)

b. pasapor P(3,4, —1) y Q(2,4,3) Qué posicion tiene respecto de los planos coordenados?
c. Paralela a cada uno de los ejes coordenados, que pasa por (1,2,3)

d. Contiene al punto (2,1,-3) y es perpendicular al plano 4x =3y +z =5

e. Pasapor (1,1,2)y es paralela a la recta que pasa por (1,3,5) y (2,1,0)

f. Pasapor (1,0,1) y es perpendicular a la recta de ecuacion L : (1,2,3) + A (—1,1,2) .

g. Si una recta esta contenida en uno de los planos coordenados, sin ser paralela a ningdn eje.
¢ Qué numeros directores tiene?

h. Pasa por el punto (1,3,5) con &ngulos o = 30°; B = 45°; y = 60°

Encuentra la ecuacion vectorial y paramétrica de la recta paralela al vector v = (1,3,1) y que pasa
por el punto A(3,42). Encuentre otros dos puntos de la recta

Encuentra las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos A(1,2,3) y B(2, —1,4)
a. Muestre que (-1,8,1) y (4, —7,6) son puntos de la recta .

Encuentra las ecuaciones en forma paramétrica y simétrica de la recta que pasa por el punto

x=5+3t
P(6,1,2) yesparalelaalarecta {y =3+ 2t.
z=1
Dadas las rectas escribe (cuando sea posible) otras dos e identifica su posicion:
a XT*'E‘ - 3’4;2 - 22;4 d (xy2) = (1,-23) + 1(-1,0,2)
x =3t e. (x,y,2z) = (1,-23) + 1(0,21)
z=1 2
c. S={xy2x+v} g- (x,y,z) =A(—10,2)+ «(0,0,1)
h. S ={x,x,2x}

6. Unarecta contiene al Punto (—3,1,1) y es paralela al vector u= (1, —2,3). Determina cudles de los

siguientes puntos estan en dicha recta:
a) (01010) b) (112a3) C) (_21 _114) d) (5121 _1) e) (_4’3’ _2)

b) Halla el angulo formado por la recta que pasa por los puntos (2,5, —2) y (0,1,3) y la recta que
pasa por los puntos (1, -1, -3) y (1, -2, -1)

7. Determina si las siguientes rectas son paralelas

x—4 y—-1 z-3
-2 4 10 ’
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8. Determina si las rectas dadas son perpendiculares.
x—4 y-1 z-3 x—3 2y—10 -3+4+2z
-1 3 2 ’ 2 -8 7
9. SealL larecta de ecuacion :

x+5 y—-2 z—4
2 4 2
Determina la ecuacion del plano & que contiene a L y al punto P(-3,2,3)

10. Dada la recta L que pasa por (1,2,3) y es paralela al vector (1,1,1) y dado un punto P(2,3,5) que
no esta en L. Halla la ecuacion del plano que pasa por P y que contiene todos los puntos de L.

11. Halla el angulo que forman las rectas L1: X = 1; - ?y L> que pasa por (—2,5, —2) y (0,1,3).

-1

12. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3,-3,4) y es perpendicular a cada una de

las rectas dadas:
2x+4 y—-3 z+2 x—3 2y-7 3-z
4 -1 5 ’ 1 2 -3
13. Sean P1(0,0,0); P2(15,13,0) ; P3(17,15,0) y P4(16,14,18)

a) Determina la ecuacién del plano r que pasa por P1,P2y P3

b) DeterminalarectaLtalqueL Lty Pse L

Ecuacion Vectorial De La Recta En R?

1. Halla la ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa:
a) por el punto A(1,—2) y es paralela a la recta que pasa por los puntos Ry S, siendo R(—2, 0)

y S(0,—-1,).

b) Pasa por los puntos P(7,4) y Q(—1,—-2)

2. Dada la ecuacion general de la recta 4x + 3y —12 = 0 escribela en forma vectorial,
paramétrica y simétrica. Determina un vector director y un vector normal.

3. Encuentra la ecuacion vectorial, paramétrica y simetrica de la recta que pasa por el punto (2,3) y
es paralela al vector (1,1)

4. Indica un punto que pertenezca a la recta, un vector director y escribe al menos de dos formas

distintas, grafica

a. X—3=y+2 e.x:4-l
b 2x+4 y-—3 y -1

4 -1 fo3iy=2

CS=1{(x2 3
¢ _{(x_x+ )} g.-2x+2y=4

{x—Z A
d.

y=4a
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POSICION Y MAGNITUD

POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS
Sea larecta L: (x,y,z) = (X0,Y0,Z0) + AV, vy, v;) Y T ax + by + cz + d = 0 siendo
U = (Vy, vy, V) Y Po(X0, Y0, Zo) €l vector director y punto de la recta respectivamente y

n = (a, b, ¢) el vector normal del plano, se debera cumplir lo siguiente para que la recta sea:

L
Se verifica que si 1
e ﬂ
2. PoE LA Po T

Perpendicular a un plano L

Paralela a un plano

S
<N

Se verifica que si

S
U

1. Lln=>w//R

Contenida en el plano
Se verifica que si

1. Lecn=L nnt =L
2. Lecrn=D)v-n=0

3. Ppe LAPyem

Incidente a un plano
Se verifica que

1. Lnn=P =v-1#0

2. Phe LAPygmn

¥ 1 Determina la posicion relativa entre la recta y el plano.

a m:x+2y+z+6=0 Ll:ﬂzy—ﬂzﬂ

2 3 4
b. m:2x+3y+z+ 4=0 LZ:xT_lzy_—-;z=$
C. mx—2y+z+1=20 Ly:x=y— ==
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POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS

Sean las rectasLy: (x,¥,2) = (x1,¥1,21) + A0y, vy, V) ¥y Lo (X,¥,2) = (X2,¥2,22) + AUy, uy, u,) podran
ser:

Rectas Paralelas

L b= 11 P13 L
L,//L, entonces = {—> o >
1//L2 A= (s L
Son coplanares PP, U ~ L
P;
Rectas Coincidentes
N v= AU
L,//L, entonces v//u = {—> N
P1P2 == A u —
Son coplanares P,
) L
Rectas Incidentes
vV#E AU

L,NL, = P entonces —— _, _
152 {Ple-(v xu) =0

Son coplanares

-

V£E AU

Rectas Alabeadas L, y L, son alabeadas si se cumple {—» N
1Y %2 P PPy (v xu)#0

No son coplanares

CONCLUSION: las rectas pueden ser coplanares o no coplanares

paralelas
Rectas coplanares si P;P, - (¥ x 1) = 0 entonces pueden ser {coindidentes
incidentes

Rectas no coplanares si PP, - (¥ x 1) # 0 son Alabeadas — ninguna de las anteriores

Y'2. Determina si los siguientes pares de rectas se intersectan, son paralelas, coincidentes, o
alabeadas:

x+2 +3 zZ+4 x=2+2t
a. Ll:szTzT L21y2—1+t
zZ=t
b. Ll:%ﬂ=%;z=4 Lz:xzi;y=1;z=4
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INTERSECCION ENTRE RECTA Y PLANO
Para determinar la interseccion entre una recta L: (x,y, z) = (Xq, Yo, Zo) + A(Vy, vy, v7;) ¥ Un plano

n. ax + by + cz + d = 0, se resuelve un sistema de ecuaciones lineales

(X = Xo+ Avy (1)
Y= Yot Ay (2)
Z= Zo+ Av, 3)
ax+by+cz+d=0 (4)

Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3) en (4) se reduce a una ecuacion lineal con una variable A:
a(xo + Avy) + b(yo + vy) + c(zo+ Av,) +d =0
Se pueden presentar tres situaciones.

a) Caso I: Solucion tnica, desde el punto de vista geométrico la recta corta al plano en un punto
Lhnrn=P S={x1y2)}
b) Caso Il: Infinitas soluciones, desde el punto de vista geométrico la recta esta incluida en el
plano
Lcn=Lnn =L
S ={(x0 + Ay, y0 + Avy, 2o + AV,)}
c) Caso I11: Ninguna solucidn, la recta es externa y paralela al plano t = S = {9}

Estudia las diferentes situaciones:

/ Casol:Sea L:(x,y,z) = (=2,04)+ A(3,—-1,2)yelplano z: 2x+3y—2z+11=0

Solucion: pasando la ecuacion de la recta a la forma paramétrica, nos queda junto a
la ecuacidn del plano el siguiente sistema

x= —2+4+34 (D
y=- (2) L
z= 4421 3)

2x+3y—z+11=0 (4
Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3) en (4) T
2(—24+34)+4+3(—A)—-@A+2)+11=0 /

Aplicando propiedad distributiva y despejando 4 = —3y sustituyendo en (1), (2), (3)

x = —11
y=3
z= —2
\ Por lo tanto, L n 7t = P (—11,3, —2) Solucién Unica /
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/ .

Casoll:Sea L:(x,y,z) =(1,1,2) + A(1,-1,-3)yn:x—2y+z—1=0 \

Solucioén: idem caso |

x= 1421 (1 y
y=1-12 (2) —
z=2-32 (3) ™

x—2y+z—1=0 (4)
Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3)en 4
1+4-20-4H+2-31-1=0
Aplicando propiedad distributiva y despejando 04 = 0

Geométricamente significa que todo punto de la recta pertenece al plano (o sea la recta
esta incluida en el plano), para cualquier valor de Ase mantiene la identidad, haz la
prueba para diferentes valores de A....

El conjunto Solucion serd lamismarectaS = {(1+ 4.1 — 4,2 —31)} /

.

Caso lll: Sea L:(x,y,z) = (=2,3,4) + A(5,2,3)yelplanoz: x—y—z+2=0 \

Solucion: se efectla el pasaje de la ecuacion vectorial de la L
recta a las formas paramétricas y junto con la ecuacién del
plano se arma el sistema: Ay
x= —2+51 (D .
y=3+21 (2)
z=4+31 (3)
x—y—z+2=0 (4)

Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3) en 4

Esto quiere decir que no existe A € R tal que se cumpla la igualdad, y geométricamente
significa que no existe interseccion entre la recta y el plano, la rectas es externa y paralela
al plano y el conjunto solucion serd S = {0} /

Y’ 3. Halla el conjunto solucién entre el plano y la recta hallados en el T 1.

a mi:x+2y+z+6=0

2 3 4
b. my2x—3y—z+ 4= 0 Ly =222
C. my:x—2y+z—-1=0 Lyx=7y— _zt

V4. Dadoel planon:5x -3y —-z-6=0,

Demuestra que dicho plano contiene alarectaL: (x,y,z) =(1,-1,2) + A (2,3,1) y escribe el conjunto

solucion.

67



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

INTERSECCION DE DOS RECTAS

Dos rectas en el espacio si no son paralelas ni coincidentes se cortan en un punto o son alabeadas.
Para saber cudl es el caso podemos realizar el producto doble mixto, si es igual a cero las rectas son
coplanares y si no son paralelas ni coincidentes entonces se cortan en un punto.

Para obtener el punto de interseccion se igualan las componentes de ambas rectas
Ly: (x4, Y1, 21) + A0y, Uy, V7) = (X2, Y2, Z2) + t(Uy, Uy, Uy)

X1 + Avy = x, + tu,
Ly:{ys + Ay, =y, + tu,,
zZ1 + Av, = z, + tu,

Las incognitas son los parametros 4 y t de L1y L2, que dan el punto comun de ambas rectas

Observacion: en este caso, el sistema formado es compatible. Si no existen valores de Ay t que hagan
posible la igualdad, el sistema es incompatible y las rectas no tienen puntos comunes: son alabeadas

4 )

e Dadas L1y L, decidir si las rectas se cortan en un punto o son alabeadas

x=t
Lix—2=">=2 {y=3+2t
z=1-t
Solucion:
x=24+A1
Paso 1:Pasando L1 a la forma paramétrica L;: {y =1+4+44
z =31

2+ =t (D

Paso 2: Igualando ambas ecuaciones {1 + 44 =3+ 2t (2)

3l=1-t
Sustituyendo (1) en (2) nos queda

2+ =t
{1+4,1=3+2(2+/1)—>,1=3

31=1-t
SustituyendoA = 3en la 3ra ecuacion encontramos el valor de t = —8
Con los valores de 1y de t vamos al Paso 2, sustituimos los valores hallados, como la igualdad

no se cumple las rectas son alabeadas

_/

RECTA COMO INTERSECCION DE DOS PLANOS

Dos planos no paralelos, determinan una Unica recta. ;Como hallar una ecuacion vectorial de la
misma?

Dados los planos 7, y , con vectores normales n; y n, respectivamente, no paralelos.

La recta L, por ellos determinada, estara dirigida por un vector 1, ortogonal a n; y n,, debido a que
L € m yL € m, simultineamente.

- -

- . u'ny=0 _ _, ., _
Por consiguiente, debe cumplirse: S5 0 >uln Auln,
Ny =
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Como n; X n, cumple con este requisito, bastara
tomar entonces # =n; X n, 0 cualquier maltiplo
escalar. Como punto fijo P, puede tomarse cualquier
punto cuyas coordenadas satisfagan
simultaneamente las ecuaciones de los dos planos.
Si myra;x+b;y+ciz+d; =0y

Ty ax + b,y +c,z+d, =0. Por lo tanto el
sistema formado por ambas ecuaciones determina
una recta:

.{a1x+b1y+clz+d1=0
ax +byy+cz+d, =0

/ Encontrar las ecuaciones simétricas de la recta
que es interseccion de los planos my:x —y +
z=1lymyx+2y—3z—2=0

Solucion: necesitamos un punto perteneciente a la recta y un vector director.Para obtener
un punto damos a una variable un valor cualquiera, por ejemplo hacemos z = 0. Entonces
con la ecuacién de los planos obtenemos el sistema:

{ X—y= 1 oy = 4-. _ 1

x+2y=2 =3 YT 73
. 4 1 .

Es decir, el punto P (5, -3 O)pertenece a la recta pues sus coordenadas satisfacen las
dos ecuaciones de m; y 5.

Para obtener un vector director, podemos tener en cuenta que conocemos dos vectores
normales a los planos 7r; y m, n; = (1,—1,1) y 7, = (1,2, —3) respectivamente, como

n, Lmy n, L m,, entonces el producto vectorial 71, x 7, por ser igual a un vector
simultdneamente perpendicular a 7, y 7, debera ser paralelo a la recta interseccion
buscada y por lo tanto funciona como vector director.

~

i j k .
U=n, Xn,=11 -1 1|=i+4+3k
1 2 =3

A partir de aqui la ecuacion se obtiene como en casos anteriores. Si lo hacemos,
llegaremos a este resultado:

e
X=4T3
44l
Y= 3

k z=31 /

69




Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

DISTANCIA DE UN PLANO AL ORIGEN DE COORDENADAS

Dada la ecuacion del plano @: ax + by + ¢z = d la distancia del plano al origen de coordenadas, sera
la proyeccidon de un punto del plano sobre el vector normal

. (040)
dist (7,0) = Proyz0Y = ‘(a,b,c)
va® + b? + c?
d
a.0+ b'F +c.0 d d

dist (z,0) = Proy-0Y = = = —
o VaZ+ b*+cZ  Vai+ bZ+c2 |l

Justificacion: por eso en la ecuacion normal del plano el término independiente determinaba la
distancia del plano al origen de coordenadas

ax by cz
—_t =+ =
7|~ |n| =]

e Halla la distancia del plano =: 2x +3y +6z = 8 al origen de coordenadas \
Solucion:
8 8
. (0,3,0) 0.0+3.3+00 g
dist (x,0) = Proyz0Y = -(2,3,6) = =—
V22 + 32 + 62 V22 + 32462 7
O aplicando directamente
dist (%, 0) d 8 8
1S T, = = = — —
\_ il V22 + 32 +62 7 -/

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO
Sean P;(xy,y1,z1)¢mw; P(x,y,z) Emax+by+cz=d

La distancia del punto P1al plano = sera la longitud & del segmento determinado por Py y el pie de la

perpendicular trazada desde el punto al plano. 7= (ab,c)

Evidentementesi P, er=06=0

Se puede calcular de varias maneras, una de ellas es la
siguiente:

1. determinar un punto P del plano P
2. amar un vector entre estos dos puntos PP,
3. proyectar PP; sobre el vector normal, que serd la distancia (8) buscada

P —

N PP, -1l X, —x,v1—Vv,21 —2) (a,b,c
8=|PT0yﬁ’PP1|= 1_) =( 1 J’1 y 1 ) ( )
n Va2 + b? + c?
— ax{+ by, +cz; —(ax+ by +cz
8=|ProyﬁPP1|= 1 yl 1 ( y )
va? + b? + c2

ax1 +by1 +CZl _d

va? + b? + ¢?

d= |ProyﬁP_Pl)| = | (2)
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(Calcula la distancia del punto P1(1,2,3) al plano w :4x + 4y + 22 =6 \

Solucion:

1. En la ecuacion del plano se determina un punto, haciendo x=y=0; z=3 — P (0,0,3)
con este punto y el punto Pz se arma un vector

2. PP, = (1,2,3) — (0,0,3) = (1,2,0)

3.
—_— 1,2,0)-(4,4,2
ProyPP; = ( )« )
VAZ + 42 422
p PP 4-1+4-2+2-0 12 5
T'O g p—vl —_— —
yn 1 \/% 6
e Otraopcion:
a=4
Utilizando la ecuacién (2) si b= ; y reemplazando las coordenadas del punto Py
Cc =
d=6
tendremos
— 4.14+4.24+2.3—-6 12
d = |Proy;PP,| = =—=2

V36 6

i = (4,4,2)

-
1"
»
»

e Otra posibilidad es:

1. Trazar unarecta L | =(... para trazar una recta se necesita un punto de paso de la
recta y un vector director), el punto de paso es dato (P1) y el vector director es
equivalente al vector normal del plano (v = 1)

2. Luego hacerLnnt =P

3. EI mddulo |PP; | sera la distancia
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/~ Solucion: N\
1. Se determina larecta conPy yn=v = (4,4,2)
x=144A
y=2+4r (¥)

z=3+42\ 7= (4,4,2)

2. Serealiza la interseccion entre la
recta y el plano, para ello se
sustituye (*) en la ecuacion del
plano 4x + 4y + 2z = 6

4 (1+4)) + 4(2+40)+ 2(3+21. ) =6

se aplica propiedad distributiva y se

despeja A

A =-1/3 se reemplaza (*) se obtiene
P=Lnmn - P(—1/3; 2/3; 7/3)

3 1P = (145 +(2-2) +(3-2) =2
e =)+ (25 (6-3) )

DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS PARALELOS

Con el resultado del punto anterior queda resuelto el problema de hallar la distancia entre dos planos

paralelos. Bastara calcular la distancia de un punto perteneciente a uno de ellos, al otro plano
Dos planos son paralelos cuando tienen una normal comdn o una de ellas es maltiplo de la otra.
o o a; by ¢
n=An, » —=—=—
a, by ¢

Para calcular la distancia se puede proceder a:

A 1y =(a,b,c) T2
1. Determinar un punto de cada plano
2. Armar un vector entre estos dos puntos PP, P,
3. Proyectar PT?1 sobre un vector normal
—_ P1P2 " ﬁ
d = Proy; PP, = W 1

e Otra forma es calcular la distancia de los planos
al origen de coordenadas. Sabiendo que en la ecuacion
normal del plano el término independiente es la distancia del plano al origen, la distancia entre ambos
planos sera:

di — d,

(3)

dist( my, m) = H
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-
e Calcula la distancia entre

mt3x+2y+ z=5y
my: 3x+2y+z=28
Solucion:

2) P,(0,0,5) ; P,(0,0,8)
b) P1P2 = (0,0,3)
(0,03)-(3,2,1) 3

Neoeoe i

d = ProyﬁjPle =

\.

e Otra forma de determinar la distancia entre planos paralelos es :

1. Trazar una recta perpendicular a ambos planos utilizando uno cualquiera de los puntos del plano

L:(x,y,2) = (x1,¥1,21) + A (a, b, c)
2. HacerLNnm=P

3. d(my,my) = |PP| = \/(x —x)?+ =)+ (2 —2)?

(o Con los mismos datos del ejercicio anterior:
Solucion: simy : 3x+2y+z =5m,: 3x+2y+z = 8

1.L1m—>v//nf »v=»An; construyes larecta

x = 3A
L:(0,0,5) + A (3,2,1) pasando L a la forma paramétrica L:{ y =2A (*)
z=5+A

2. L n w2 — es sustituir las coordenadas de L en la ecuacién del plano w2
3x +2y +z=8- 3B +2QD+G + ) =8->1=3/14

Sustituyendo A en *

P (9/14,6/14,73/14)
s et = &)+ ()" + G- :

§ = |PP| ==

9 6 73
'P(ﬁ’ii’ﬁ)

3
V14
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA
Sea L:(x,y,z) = (x9,Y0,20) + A(a,b,c) ,Poe L; Pig L
Para calcular la distancia de P1a L se procede a:

1. Determinar |PoP;| = ¢
2. Proyectar PyP; sobre vector director de la

recta
- POP1 " 7._7)
a= |Proy,;»P0P1| = B

3.dlSt(P1L) = Pl_P = b = 1,C2 _aZ

e Otra forma seria sabiendo que:

b PP
Sena = — = ——
¢ PyPy

El triangulo P1PPy es recto en el vértice P, luego se verifica que d(P;,L) = P,P = |P0P1| - sena
multiplicando y dividiendo por |v| tenemos:

|PoPy| - |] - sena 3 |PoP; x D

d(P;, L) = - —
(P, L) H H

e O bien se podria

1. Trazar un plano =1 L Ly que contenga a P;

2. Hacer minL =P

3. Calcular

|P1P2| = \/(xz —x1)2+ (V2 —y1)? + (2, — z,)?

DISTANCIA ENTRE RECTAS PARALELAS

Dos rectas son paralelas cuando sus vectores directores son multiplos, o el coseno del angulo que
forman vale 1 6 —1, o el producto vectorial de sus vectores directores es nulo y ningun punto de una
recta pertenece a la otra

Para calcular la distancia se procede a:

1. Determinar un plano perpendicular a las rectas por ejemplo: w1 Pl—)f n=0
2. Lonmi =Py
3. Calcular |P1P2| =0 —x)% + (Y2 — y1)? + (2, — 71)?
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DISTANCIA ENTRE RECTAS ALABEADAS

Dadas las rectas L1 y Lo cuyos vectores directores sonw’y v (no paralelos) es posible hallar un Gnico
par de planos paralelos 7, y m, que contengan a ambas rectas, para ello se procede a:

1. n=ux7v
2. P1€ L1 ,PZ Lz/\‘r_il_n'l,ﬂz

3. d(L1, L2) =d(mz1, 2)

L. -
e Otraopcion es
1. n=ux7v
2. d(Ly,L,) = Proy;P,P, = ’TllFTZ'l‘ﬂ
1
—T,

o/ReaIiza un analisis detallado de la posicién entre ambas rectas y luego calcula la distancia

y Lz:x_1=1_ﬂ

-7 z—2
Lyx—2=22=22 =
: 4 - -3 5

Solucion:
W = (1,4,—1); P,(2,7,2) y B = (1,-3,5); P,(1,0,4)
Andlisis de paralelismo: &' = A7 = % * _13 * _?1 = no son paralelas

Analisis de coplanaridad PP, - (¥ x1) =0 PP, =(—1,-7,2)

-1 -7 2
PP -(uxv)=]|1 4 —-1[{=-120-3)+7(+1)+2(-3-4)=0
1 -3 5

No son coplanares
Conclusién si las rectas no son paralelas y no son coplanares entonces son alabeadas

Célculo de distancia

i j k .
n=uxv=[1 4 -—-1|=17i—6j—7k=(17,-6,-7)
1 -3 5

(-1,-7,2)-(17,-6,-7) _
V172 + 62 + 72

o /
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TRABAJO PRACTICO - POSICION Y MAGNITUD

1. Dadas las rectas: L, : X—2 :%: z-1  L,y:x =%= z—3. Determina:

a. laposicion de una respecto de la otra (paralelas, coincidentes, concurrentes, alabeadas)
b. el conjunto solucion

c. calcula la distancia entre ellas de ser posible.

2. Dadas las rectas L, que pasa por el punto Q (—1,—3,0) y es paralela al vector (2,2/3,-1) y la
recta L, perpendicular a los vectores u = (1,0,2) y v = (2,—3,2) y que pasa por el punto (4, 3,
1). Determina:

a. laposicion de una respecto de la otra (paralelas, alabeadas, coincidentes)

b. calcula el punto de interseccién
c. sifueran paralelas o alabeadas la distancia entre ellas

3. Sealarecta L: {y;i:_Z_B yelplanom: x +3y —5=10

a. determina la posicion relativa entre la recta y el plano y encuentra el conjunto solucion

b. halla un plano perpendicular a = que contenga a L
c. calcula la distancia del punto A(1,2,3) sobre el plano hallado.

4. Calcula la posicion relativa entre las rectas y el conjunto solucion. Determina la distancia

x—2 y+1 z-1 x y—1 z-2
C T T T MR T

x—1 z—3 x—2 y—-1 z+1
b. e 1 =y—1= _2, ! ) = > = 3

x—1 z—3 x—2 y—1 z+1
c. 118 1 =y—1= T Ty: S - T

5. Seale{in]_;il_i;O y Ly:(x,y,z) =(0,0,1) + 1(1,b,c) se pide:

a. los numeros reales b y ¢ para que las rectas sean paralelas.

b. para los valores hallados, encuentra la ecuacion general del plano que las contiene a ambas
c. parab =—1yc = 0,encuentre la distanciaentre L,y L,.

6. Sea L la recta de interseccion de los planos m:2x + y—z + 30 =0y my:x -y + 2z = —1.
Encuentra el &ngulo que forma L con el planort;:x+ y + z = 0

7. Demuestra que:

-1 2 _ z— . :
a. L: x_l = y;r = 273 no esta contenida en el plano 2x — 4y + 2z = 8
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b. calcula la distancia entre la recta y el plano.
8. Sea L1 la recta que pasa por A(—3,2,1) y B(4,0,0) y sea L la recta que pasa por C(1,—1,2) y tiene
direccion v = (3,4, —2). Determina:

a. laposicion relativa entre las rectas
b. la distancia entre ellas si las rectas fueran paralelas o alabeadas

9. Sea L una recta que pasa por (1,1,1) y es paralela a = (2,—1,3) y = el plano que pasa por
P(1,1, —2) y es generado por los vectores (2,1,3) y (0,1,1). Determina la posicion relativa entre la
recta y el plano.

x=2+2t
10. Determina una ecuacion del plano que es paralelo a larecta L, {y = —1 + ¢,
z=t

ycontienea lL,:2(x+2)=y= 2(z—-1)

11. El punto (1,2,3) pertenece a la recta L, la que ademas es paralela a la recta de interseccion de los
planos x + 2y + 3z =4 ; 2x + 3y + 4z = 5. Halla la ecuacion de L

—x+y—-1=0 . _ .
12.Sean{x iyt h=p Y TiX + y + z+ 1 = 0. Determina los valores de t y h para los cuales

la recta estd incluida en el plano. ¢ Podrias resolver haciendo un sistema con las tres ecuaciones?
¢ Como deberia ser el determinante de la matriz de coeficientes en este caso?

13. Dada larecta L: (x,y,z) = (1 + ¢t, kt,2 — t) y los puntos A(—3,1,2) y B(1,2,1).

a. Halla k si existe tal que B pertenezca a la recta L
b. Para k = 2 halla la ecuacién paramétrica del plano que pasa por Ay contiene a la recta L

2x—y+z=6

14. Sea L: {x +4y—22=8 halla

a. elpuntodelarectaparaz =1
b. los puntos de interseccion de la recta con los planos coordenados
c. los cosenos directores de la recta

15. Encontrar la ecuacion del plano = que cumple simultdneamente con:

a. (0,00) ern

b. 71l m donde my:x+ y—2z =1

c. w esparaleloa LdondeLeslx +y +z =0Ax+2y—2z =1
16. Dadas las rectas:
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L_x_y z L‘x+1_y+5_
2T 3T h T3 T TS
"n" para que L, Yy L, sean concurrentes (2, —3,1)

EJERCICIOS DE DISTANCIA

Calcula el valor de

1. Halla la distancia del punto al plano indicado.
a. P(2,23) ; a:2x +y-12 =0
b. Q(7.,3,4) ; B:6x + 3y + 2z-12 =0
c. R(1,-2,3) ;v:2x-3y +2z =0

2. Un plano tiene como ecuacion general 4x + 4y + 2z - 18 = 0. Halla
a. la distancia del plano al origen
b. la distancia del punto M(0,5,3) al plano
c. el punto Q del plano més préximo al origen

x+y—2z=5

3. Calcula la distancia del punto (1,0,2) a la recta: L: {x +y-3=0
4. Siun plano pasa por P(2,3,—5)y es paraleloal plano y:x — 2y + 3z = 6. ;Cudl es la distancia

entre ambos planos?

5. Si un plano pasa por P(1,2,—3) y es paralelo al plano 8:2z = 4. ;Cuél es la distancia entre

ambos?

x+1

6.  Dadal:™====z+3. Obtén:
a. el punto donde L corta al plano XZ

b. la distancia entre dicho puntoyelplanomr: x =3y + z= 0
c. la distancia desde el origen a la recta L

7. Sean las rectas Li: (x,y,z) = (0,1,0) + 1(0,—1,1) y L,: {327 f; determina los valores de

k € ¥7tal que la distancia sea igual a 2.

8. Halla si es posible, las ecuaciones de los planos con normal 7 = (4,—2,4) que estan a una
distancia 5 del punto P(0,1,—1)

9. Dados el plano m:3x + 2y + ¢z = 12 y el punto P(1, —1,0) halla todos los valores de c para los
cuales la distancia de P al plano es igual a 3.

10. Si my:6x — 3y — 2z = 35es paralelo a m,: 6x — 3y — 2z = —63, calcula la distancia entre
ambos planos.
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11.

12.

13.

x+y—z=-3

Dados el plano = : (x,y,z) = (1,-1,0) + 1 (1,0,¢) + u (0,1,0) y larecta L: {x +y+32=9

Halla el valor de ¢ € R* tal que el angulo entre Ly 7 sea igual a 30°

Dada la recta
x—1 z+1
L: A
2 3 2
y el punto M(1,1,1) que no pertenece a ella, halla el punto simétrico de M respecto de dicha

recta.

Dadas la recta
x+2 y-3

= T !

conh=0yelplanom: x + hy — 15z + k = 0. Se pide:

V235

a. losnumerosrealescon h < 0y k > 25talesque L // my ladistancia entre ambos sea

b. los nimeros realesh y k talesque L Nt = (1/4,3/2,%)
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LAS CONICAS

En la Unidad 1, estudiamos que una ecuacion de primer grado puede ser una recta o un plano de
acuerdo a la dimension en la que trabajamos. En ésta unidad analizaremos las ecuaciones de segundo
grado y su representacion geométrica inicialmente en R? y luego analizaremos dicha ecuacion en R®
En el plano una ecuacion de segundo grado representa una conica. La ecuacion general de segundo
grado o ecuacion cuadratica en R? tiene la forma

ax?+bxy+cy*+dx+ey+f=0

en la cual a 'y ¢ no pueden ser simultdneamente nulos y b sera igual a cero, ya que el andlisis que
haremos seré con curvas planas cuyos ejes son paralelos o coinciden con los ejes coordenados, (si b
es distinto de cero las curvas estarian rotadas). Las ecuaciones de segundo grado representan (con 3
excepciones punto, par de rectas concurrentes y recta) a secciones conicas. Las conicas surgen por la
interseccion de un plano con un cono truncado por el vértice, el cual no tiene base o extremo por lo
que se prolonga indefinidamente en ambas direcciones. Las conicas son: la circunferencia, la elipse,
la hipérbola y la pardbola. A los demas casos se les llama conicas degeneradas que se da cuando el
plano pasa por el vértice del cono. En el caso de la circunferencia y la elipse dicha interseccion seria
un punto, en el caso de la hipérbola un par de rectas concurrentes y cuando el plano es paralelo a una
de las rectas generatrices del cono y ademas pasa por el vértice es una recta. Existen otros dos casos
representados por las ecuaciones de segundo grado: par de rectas paralelas y que no exista lugar
geomeétrico.

P

4
4

,/4

v

Circunferencia Elipse

Hipérbola

Parabola Punto Par de rectas concurrentes
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En el espacio una ecuacion de segundo grado representa una superficie cuddrica, hay muchas mas
variaciones que en el plano y se representa por una ecuacion que tiene la forma

Ax*+By*+Cz> + Dx +Ey+Fz+ G =0

donde los productos cruzados xy, Xz e yz son iguales a cero debido a que las superficies no estan
rotadas. Las trazas de una superficie sobre los planos coordenados son las intersecciones de ella con
los planos coordenados o con planos paralelos a los planos coordenados, éstas trazas sobre los planos
coordenados son conicas o conicas degeneradas.

Esfera Elipsoide

Hiperboloide de dos hojas Hiperboloide de una hoja

Cono Cilindro
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Paraboloide

Paraboloide hiperbélico
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CIRCUNFERENCIA

DEFINICION:Se define como el lugar geométrico de los puntos del plano, cuya distancia a un punto

fijo, llamado centro, es igual a una constante, Illamada radio

C={P:d(P,C)=r1}

ECUACION CARTESIANA: Si referimos los
puntos a un sistema de referencia, entonces: Pi)
P(x,y): Punto genérico de la circunferencia.

C(h, k): Centro de la circunferencia. kd — _ _
d: distancia entre el punto Py el centro C.

r: radio de la circunferencia, y es igual a d(P, C)

y por lo tanto:

r=,(x-h?2+y-k?2 | | i

_ . 2 ., :
En forma vectorial es [CP| =r = |CP| =12 y obtenemos entonces la ecuacion cartesiana de la

circunferencia:

x-m?+ @ -k?=r?

r )

La ecuacidn de la circunferencia con centro C(2, —1)y radior = 2 es:
(x—2)+@+1*=4
Desarrollando cuadrados y agrupando términos se puede expresar también:
x*+y*—4x+2y+1=0

\_ y

Propuestos 1:

1. Halla el lugar geométrico (lg) de los puntos P (X, y) cuya suma de distancias a los ejes coordenados
sea igual al cuadrado de su distancia al origen.
2. Halla el Ig de los puntos P(x, y) cuya distancia al punto fijo C (2, —1) sea igual a 5.
3. Halla la ecuacidn de la circunferencia con los datos que se dan a continuacion:
a. Centroen C(—1,3) y pasa por el origen.
b. Un didmetro de la misma une los puntos A(—2,—2) y B(6,8).

c. Centro C(—3,4) y es tangente al eje de las abscisas.
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C

IRCUNFERENCIA DETERMINADA POR TRES PUNTOS

Por tres puntos no alineados pasa una Unica circunferencia.

,

\_

N

Halla la ecuacién de la circunferencia dados los puntos P(—2,2), Q(1,5), R(5,1).

Solucion: debe comprobarse que los puntos no pertenecen a una misma recta y buscar el centro
C, planteando que: d(C,P) =d(C,Q) =d(C,R)

Esta ecuacion permite formar un sistema lineal de ecuaciones, en las incognitas h y k.

{d(C,P) =d(C,Q) {(—2 —h)?*+2-k)?*=0-h)*+(5-k)?
d(C,P) =d(C,R) (—2-h)?+Q2-k)*=0G-h*+1-k)?

. . 3 3
Resolviendo el sistema: k = > h = >

Considerando

— 3\2 3\ 5 . . . _
r=|0QC| = J(l — E) + (5 — E) =% Y la ecuacidn de la circunferencia resulta:

(-3 +(-3) =2
XT3 Y=3) T2

Otra posibilidad de resolucién es:

1. determinar las rectas que pasan por PQ
y QR

2. calcular los puntos medios de ambas
rectas Pmpq Y Pmor

recta mediatriz

3. calcular las rectas mediatrices (son L a
las rectas y pasan por el punto medio)

4. hacer la interseccion entre las rectas
mediatrices, que nos dara el centro
C(h, k) de la circunferencia

recta mediatriz
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ECUACION CUADRATICA: La ecuacion de la circunferencia corresponde a una ecuacion de

segundo grado en dos variables de la forma:

ax?+bxy+cy’+dx+ey+f=0 (1)
donde los coeficientes de los términos cuadraticos deben ser iguales, a = ¢ (siempre es posible
tomarlos como unidad positiva) y el término rectangular (el producto de xy) b = 0, ya que sus ejes
son paralelos a los ejes coordenados. La reciproca no siempre se cumple, es decir no toda ecuacion
de la forma (1), con la caracteristica indicada para los coeficientes de los términos cuadraticos,

representa una circunferencia.

Por ejemplo: x2 + y?2 + 1 = 0 donde d = e = 0; f = 1, no representa una circunferencia, ya que no
existen puntos en el plano cuyas coordenadas las satisfagan. Se observa que de ser posible resultaria:
x%+y? = —1. Pero sabemos que x% + y? >0, (Por qué? ;Cémo decidir entonces cuando la
ecuacion corresponde a una circunferencia?

Una forma de decidir es completando cuadrados en x e y, y comparando la ecuacion resultante con
laforma (x — h)? + (y — k)? = r? que si representa una circunferencia.

. | | R
Decidir si x*+y“+4x—6y+3 =0 representa 0 no una circunferencia. En caso
afirmativo indicar su centro y radio.

Solucién: @ Completar el cuadrado en x, significa sumar a los términos x? + 4x, un término
adecuado de forma tal que la expresion resulte un trinomio cuadrado perfecto (desarrollo del
cuadrado de un binomio).

Setieneque x2 +4x = x?> +4x+4— 4= (x + 2)? — 4.

Completando en y de la misma manera y? — 6y = y> —6y +9 —9 = (y —3)? — 9.

Reemplazando en la ecuacion dada se tiene: (x + 2)? + (y — 3)2 =4 — 9 + 3 = 0 0 bien:

(x+2)?2+(@y—-32%=10

Como el segundo miembro es positivo, es comparable con 72, es decir:
r2=10=r=+10

El primer miembro indicaque h = -2y k = 3.

La ecuacion dada representa una circunferencia con centro €(—2,3) y radio r = v10.

\_ J

Observacion: Si el segundo miembro resulta negativo, la ecuacion no es satisfecha por ningun punto,

es una circunferencia imaginaria, también se suele decir que no existe lugar geométrico. Si el

segundo miembro es cero, la ecuacion es satisfecha por un unico punto (h, k), es una circunferencia

punto.
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Propuestos 2: Decide cuales de las siguientes ecuaciones representan circunferencias:

a. 2x% + 2y —4x+4y+6=0

b. x* + y? = —4

c. —x2—y2+8x =0

d. Obtén la ecuacion y grafica la circunferencia de radio 5 que pasa por los puntos A(2,0) y B(3,3)
(dos soluciones).

e. Comprueba que el lugar geométrico de los puntos P cuya distancia al punto A(3,0) es dos veces
la distancia al punto B(—3,0), es una circunferencia.

POSICION RELATIVA ENTRE RECTA'Y CIRCUNFERENCIA

Recordemos que en la ecuacion general de la recta en R? ax + by +c = 0 los coeficientes que
multiplican a las variables x e y corresponden al vector normal 7 = (a,b). Con el concepto de
proyeccion, visto en la unidad 1, podremos calcular la distancia desde el centro C(h,k) de la
circunferencia a la recta L. Recordando que:

PC 7l

|7

proy z PC = (1)

siendo P (— 2 0) un punto de la recta L, entonces — PC = (h+ 2 k)sustituyendo en(1) nos queda:

c(h,k)

. (htg ) (@b)  ah+bk+c
proy i PC = 4 =
Va? + b? va?+b2 (2

En conclusién la proyﬁl_?_f =d(C,L)

Dada una circunferencia C y una recta L, puede ocurrir:

a. Que L tenga con C dos puntos en comun. Se dice que L

€s una recta secante
d(iC,L)<r
b. Que L tenga con C, un punto en comun. Se

dice que L es tangente a la circunferencia y ese

punto comun se llama punto de contacto o punto
Fecta secante

tangente

Recta externa

d(C,L)=r
c. Que L nocorte aC. Se dice que L es exterior
acC

Recta tangente

d(C,L) >r
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/ Decide la posicion de la recta L respecto de la circunferencia C:x2 +y2 =2y Liy =x —)

Solucion:

La proyeccion escalar de CA sobre el vector
[normal de L 7 = (1,—1) nos dara la d(C, L)

—_—

CA-#
|

d(C,L) = Proys CA - Proy; CA =

—  (20)(1,-1 2
d(C,L) = Proyz CA = L =

V2 V2
d(C,L)=r
|O bien ocupando la ecuacion (2)
d(C,L)=a'h+b'k+c /
JaZ + b2
d(C,L) = |1.0 —1.0— 2| _ i
P V2
Como la distancia del Centro de la circunferencia a la recta es igual al radio, la recta L es
\ tangente a la circunferencia /
4 )
Determina el valor de m para que L:y = mx — 2 sea secante a la circunferencia C: (x
)2+ (y—2)>=9
Solucion:

Para que la recta sea secante a la circunferencia se sebe cumplir que d(C,L) <r —» d(C,L) < 3
Si las coordenadas del centro de la circunferencia son C(3,4)
ah+bk+c m4—-12-2

d(C,L) = =
va? + b2 Vvm? + 12
m.4 —
d(C,l) =———==3->4m —4 =3{m? + 12
m2 + 12
\ J

Propuestos 3: Decide como es la posicion de la recta L con respecto a la circunferencia C, en los
siguientes casos:

a. C:x*+y%=5; L:2x+3y =6

b. C:x2+y2—2x=0; Lix=AAry=1-21

c. C:x>+y2—-2y=0; L:’CZ;LL:yT_3

d C:x?+vy%2=1; L: {(x, y)/P(O, \/E) cLAU= (1,1)vectordirect0r}
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OBTENCION DE LOS PUNTOS COMUNES A UNA RECTA Y UNA CIRCUNFERENCIA

Dadas larecta L: y = mx + by lacircunferencia C: x> + y? + Dx + Ey + F = 0 las coordenadas de
un punto comun a L y a C, deben satisfacer las dos ecuaciones. Para hallar esas coordenadas, se
resuelve el sistema formado por ambas:

{yzmx+b (D
x> +y2+Dx+Ey+F=0(2)

Sustituyendo (1) en (2) se obtiene una ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 que puede dar:
a. raices reales distintas — a cada valor de x le corresponde un Unico valor de y, el cual se
obtiene reemplazando en (1), la recta es secante a la circunferencia» b? — 4ac > 0
b. raices reales y coincidentes (raices dobles) — la recta es tangente a la circunferencia—
b? —4ac=0

c. raices complejas — no hay puntos comunesa Ly C, (L es exterior a C), b?> —4ac < 0

ﬂalla, si es posible, los puntos comunesa C:x? + y> =2ya Liy =x — 2 \

. . =x—-2
Solucion: Se resuelve el sistema: {yz 2
x“+ys =2

x2+(x—2)2=2

X2+x?—4x+4-2=062x —4x+2=0 1 \
Se de

buscan las raices esta ecuacion:

\
4+V16—16 | |
X1 p=——"—>2X,=1 EEE 0 1|
4 I"., .-"|I
El valor de x reemplaza en la ec. de la recta y se \ . 1)
obtiene el valorde y; , = —1 N /

Es una raiz doble (Caso b)- v16 — 16 =0

La recta es tangente a la circunferencia en el punto

(1,-1) /

Propuestos 4:

a. ¢Qué valores puede tomar k para que la recta y = 3x + k, sea tangente a la circunferencia
x2+y%=4?

b. Halla la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x? + y2 = 5 en el punto P(2, —1).
c. Halla la ecuacidn de la circunferencia tangente a ambos ejes y de radio r = 4.

d. Encuentra la ecuacion de la circunferencia de centro € (2, —5) y tangente a la recta
2x+y—3=0.
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TRABAJO PRACTICO: CIRCUNFERENCIA
1. Halla la ecuacion de la circunferencia:

De centro (2,-1) y radio 3.

T o

De centro (1, —3) y que pasa por el punto (4, 5).
De didmetro el segmento que une los puntos (2,5) y (6, —3).
Pasa por los puntos (2, -1), (0,2) y (1,1).

a o

@

De centro en el punto (-4, 3) y que sea tangente al eje y.

—h

De centro en el punto (3, —4) y que pase por el origen.

De centro en el origen y que pase por el punto (6, 0).

5 K@

Que sea tangente a los ejes coordenados, de radio r = 8y cuyo centro esté en el 1
cuadrante
i. Que pasa por el origen, por el punto (4, 8) y tiene su centroen larectay = 3.
J. Deradio5, centroen larecta x = 3y estangente alarecta3x —4y + 31 = 0.
K. Que pase por el origen, de radio r = 10 y cuya abscisa de su centro sea — 6.
2. Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por el origen y tiene su centro en el punto de
interseccion de lasrectas: L;:x—2y—1 =0 Ly,: x +3y—6 =0
3. Transforma la ecuacion 4x? + 4 y? - 12x + 4y - 26 = 0 asu forma cartesiana y dibuja su
gréfica.
4. Encuentra la ecuacién de la circunferencia tangente a los ejes, cuyo centro se encuentra sobre la
recta2x —3y + 5 = 0.
5. Tangente al eje y, pasa por el punto P (7, 9) y tiene su centro sobre larectax — y + 1 = 0.
6. Encuentra la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo de vértices (0, —1),
(4,-5) ¥ (0,-9).
7. Halla el centro y el radio de las circunferencias siguientes. Determina si cada una de ellas es
real, imaginaria o se reduce a un punto.
a x> +y?—8x + 10y— 12 =0
b. 3x2 + 3y?—4x + 2y + 6 =0
C. x> +y2—=8x—7y =0
d x2+y2 =0
e. 2x2 +2y2 —x =0
f. —x2—y2 +8x =0
8. Determinasilarecta 3x + 4y —8 = 0 es tangente, secante o exterior a las circunferencias del

ejercicio anterior.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Halla la ecuacion de | circunferencia que pasa por los puntos (1, —2) y (5, 3) que tiene su centro
enlarectax-y + 2 = 0.

Verifica si larecta x + 2y — 13 = 0 corta a la circunferencia x? + y%- 4x- 6y +8 = 0,
si es asi determine los puntos de interseccion.

Halla la ecuacién de la circunferencia de centro (-1, —3) que sea tangente a la recta que une los
puntos (—2,4) y (2,1).

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por (0,0) de radio r = 13y la abcisa de su centro
sea —12.

Halla la ecuacidn de la circunferencia de radio 10 que sea tangente alarecta 3x — 4y — 13 = 0
en el punto (7,2).

Obtén la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta x —y = 2 en el punto (4,2) y cuyo
centro esta en el eje x.

Dada la circunferencia x? + y2 = 16, escribe la ecuacion de las tangentes que tengan pendiente
-1/2.

COMPROBACION DE CONCEPTOS

¢Puedes...

v
v
v

(\

hallar la ecuacion de una circunferencia, dados su centro y su radio?

cambiar la ecuacion de la circunferencia a su forma candnica y hacer la grafica?

hallar la ecuacién de una circunferencia, dadas las coordenadas del centro y un punto por la que
pasa?

obtener la ecuacion de una circunferencia, dadas las coordenadas de los extremos de su didmetro?
escribir la ecuacion de una circunferencia que pasa por tres puntos dados?

hallar la ecuacion de una circunferencia que pasa por dos puntos dados y que tiene su centro
sobre una recta de ecuacién es conocida?

decidir la posicion entre una recta y la circunferencia?

calcular la interseccion entre la recta y la circunferencia?
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ELIPSE

DEFINICION: La elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en forma tal que la suma
de las distancias del punto P € E a otros dos puntos fijos, sea igual a una constante ‘“2a”. (Fig. 1)

E = {P:|PF,| + |PF,| = 2a}

ELEMENTOS DE LA ELIPSE (Fig. 1)

a. Los puntos fijos son los focos F,(—c, 0) Fig. 1
y F;(c,0) y larecta que une los focos es
el eje principal.

b. EIl punto medio del segmento F,F; es el
centro C (h, k) de la elipse.

c. La distancia entre F2 y Fique se indica
con 2c es llamada distancia focal.

CONSTRUCCION DE LA ELIPSE

Se puede realizar la grafica de una elipse de la manera
indicad en la (Fig. 2). Este método es conocido con el nombre de método del agricultor ya que era
utilizado en la antigtiedad para el tranzado de canteros de forma eliptica.

Fig. 2

ty
Se toma un hilo y se fijan en dos puntos fijos
del eje de las abscisas, equidistantes del F F -
origen, tales que la d(F2, F1) sea menor a la X
longitud del hilo.

Yy
Se toma un lapiz y con la punta se estira el / R
hilo "

X

Se dibuja la curva que se obtiene al mover el D)
lapiz de manera que siempre se mantenga v
estirado el hilo /

F2i(-c,0)
~— |

& 3
< 7>
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TRAZADO DE LA ELIPSE CON EL USO DEL COMPAS

Se puede construir una elipse por Fig. 3
medio de puntos, de la siguiente
manera Fig. 3:

1ro.: Se dibuja el eje mayor V2V1y se
ubican los focos F2 y F1

2do.: Se marca un punto M en el
segmento de recta entre FaF.

3ro.: Con centro en los focos, se
trazan circunferencias con un radio
igual a MV1. A continuacion y con
centro en los mismos puntos se trazan
circunferencias con radio igual a MV>
que corta a la circunferencia anterior
produciéndose 4 puntos sobre la elipse. (Se pueden hallar otros puntos variando la posicion de M.

Para demostrar la validez de esta construccion, llamamos P a un punto de la elipse y observamos que
MV, =F,P y MV, = F,P; por lo tanto F;P + F,P = MV, + MV;la cual es la longitud del eje
mayor. Esta longitud permanece constante; es decir, V;M + MV, es siempre igual a V; V, y entonces
la suma de las distancias desde los focos a cualquier punto de la curva es una constante.

ECUACION CANONICA DE LA ELIPSE

Para deducir una forma sencilla de la ecuacion de la elipse, usaremos como eje principal uno de los
ejes coordenados, y como centro el punto medio del segmento F; F,

En este caso haremos coincidir el eje principal con el Eje X, y el centro con el origen de coordenadas.

Recordando la definicion de elipse, que nos dice que es el lugar geométrico de un punto que se mueve
en forma tal que la suma de las distancias del punto a otros dos puntos fijos, sea una constante,
podemos expresar esa constante por 2a como la suma de las distancias de cualquier punto P(X, y)
sobre la elipse hasta los focos

y
|PF;| + |PF4| = 2a e Py
e
Hasta ahora tenemos el triangulo F1PF (Fig. 4) donde -
P es un punto cualquiera de la elipse, cuyas _.FZ(—C,O) C=0 o
coordenadas son (X, y) partir del cual podemos ver que Fig. 4

2a debe ser mayor que 2c debido a que la suma de dos lados de un tridangulo es siempre mayor el

tercer lado. En consecuencia, tenemos gque a sera mayor que ¢
a>c=>a’*>c?*= a*-c*> 0
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Para deducir la ecuacién canonica debemos recordar un concepto visto anteriormente: jjPitagoras y
estar sumamente atentos en todos los pasos que se van a realizar!!

e Con centro en el origen, eje focal el eje x

Haciendo el analisis de distancia a partir de la definicion de lugar geométrico (fig. 5)

Fig. 5 v

K P(z,y)
d(P, Fz) + d(P, Fl) == Za /

Fy(—c,0) Fi(e,0)

Ve +)2+y2+/(x—c)2+y2=2a
Elevando al cuadrado ambos miembros

(e+a7+y7) = @a— &= +77)

Desarrollando los binomios y simplificando

X+ 2xc+ 2+ % =4a% —4a\/(x — )2 + y2 + ;ﬁ’z—Zxc+/2+)/2

Agrupando y elevando al cuadrado ambos miembros

(#xc — Aa?)? = (Aa(x — )2 + yzfsimplificando y desarrollando el binomio

x%c? — 2xca? + a* = a?(x? — 2xc + c? + y?) aplicando propiedad distributiva

x2c? — 2¢ca® + a* = a’x? — 2xcd? + a?c? + a?y? simplificando
a* — a2c? = a?x? — x2¢% + a2y?

a?(a? — c?) = x%(a? — ¢®) + a%?y? como a? — c? > 0 entonces a? — ¢? = b?

x%b% + a’y? = a?b? dividiendo por a®b? 2 2

x° 0y

21!

Donde a 'y b son las intersecciones en los ejes coordenados elevadas al cuadrado.
Hay que recordar que a > b, en esta forma siempre podemos decir cudl es el eje mayor.

/Reconoce, da sus elementos y grafica, la elipse de ecuacion 2x? + 4y? = 16 \
Solucion: Dividiendo por 16 se lleva a la forma canénica
xZ yZ
—+—=1
8 4

El nimero mayor es 8 que acompafia a la variable x, indica que el eje principal o mayor es el eje OX
a’>=8- a= 8 — 2a = 2+/8 sera la longitud del eje mayor
b?=4->b=+4=2 — 2b = 4serélalongitud del eje menor

a?—b% > c=vVa?2—b%2 - c=+8—4=2- 2c = 4 seré la distancia focal

\_ J
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~N

Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a F, (—2,0) y
F; (2,0) seaiguala8
Solucion: planteando la condicion de lugar geométrico
d(P, Fz) + d(P, Fl) = Za
Jx+2)2+y2+/(x—2)2+y2=8
|IElevando al cuadrado ambos miembros

2 2

(Vx+2)2+y2) =(8—/(x—2)2+y?)

Simplificando y desarrollando los binomios

x*+4x+ 4+y*=82-16\(x —2)2+y? + x* —4x + 4+ y?

(8x — 64)% = (—16/mfelevando al cuadrado ambos miembros y simplificando
(x —8)%2 = 4(x — 2)? + 4y?

x? —16x + 64 = 4(x* —4x + 4+ y?) aplicando propiedad distributiva

x? —16x + 64 = 4x? — 16x + 16 + 4y? agrupando monomios semejantes

64 — 16 = 4x? — x? + 4y?

48 = 3 x% + 4 y? Dividiendo por 48

xZ 2
¥y
16 12
a’?=16->a=4 — 2a = 8 longitud del eje mayor — condicién inicial
b? =12 -» b = 24/3 - 2b = 4+/3 longitud del eje menor

1

Vi~ 4,0)




Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

e Con centro en el origen, eje focal el eje y

En este caso haremos coincidir el eje principal con el Eje y, y el centro con el origen de coordenadas
(fig. 6)

d(P,F,) +d(P,F,) = 2a

VX2 + (+0)2+x2+ (y—c)? = 2a
(Vx2+ (O + c)2)2 =(2a—x2+(y— c)Z)2 elevando al cuadrado ambos miembros
2+ /ﬁ + 2yc + A = 4a% — 4a/x? + (y —c)? + X +_;yé — 2yc + Pz simplificando

2
(#yc —Aa*)? = (—4a/x? + (y — c)?) elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando
y2c? — 2yca® + a* = a?(x? + y? — 2yc + ¢?) aplicando propiedad distributiva

y2c? — 2yta? + a* = a’x% + a?y? — 2yfa® + a®c? agrupando monomios semejantes
a* — a%c? = a%x% + a2y2 _yzcz
a?(a? — c?) = a’x? + y%(a? — ¢?) como a? — c? > 0 entonces a? — c? = b?

x%a? + b?y? = a?b? Dividiendo por a?h?

2 2
X y
2 et

Donde ay b son las intersecciones en los ejes coordenados elevadas al cuadrado

Hay que recordar que a > b, en esta forma podemos ver que el eje mayor corresponde al Eje y

Geconoce, da sus elementos y grafica, la elipse de ecuacion 4x? + 2y? = 16 \
Solucion: Dividiendo por 16 se lleva a la forma canénica
xZ yZ
—+—==1
4 8

El nimero mayor es 8 que acompafia a la variable y, por lo indica que el eje principal o mayor es e
eje QY.

a?=8- a=+8 — 2a = 2+/8 sera la longitud del eje mayor
b?=4—-b=+4=2 — 2b = 4seralalongitud del eje menor
c?=a?*—-b?>->c=+vVa?—b?->c=+v8—4=2- 2c =4 seraladistancia focal

\_ B
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PROPIEDADES DE LA ELIPSE CON CENTRO C(0,0)

a) Simetria: es simetrica respecto de los ejes coordenados y del origen, ya que la ecuacion no se
modifica cuando x se reemplaza por —x, como tampoco cuando es reemplazada y por — Y, y tampoco
cuando ambas son reemplazadas por sus opuestos 0 negativos.

2 2
. . .y . X .,
b) Valores excluidos: resolviendo la ecuacion de la elipse — + y—z = 1para y en funcién de x y
a b

para x en funcion de y, encontramos que
yzig,/az_xz y X=i% b2 — y2

La primera de estas ecuaciones muestra que los Unicos valores de x que dan valores reales de y son
aquellos para los cuales x?< a?. De la misma manera, de la segunda ecuacidn, los valores de y tales
que y2< b2 son los Unicos que dan valores reales a x. Como los valores no reales estan excluidos de
la curva, ésta debe estar comprendida entre las rectas x = +a, y =+ b.

c) Relaciones geométricas

El segmento de recta entre V1y V2 de longitud 2a se llama eje mayor

El segmento de recta B1 B> de longitud 2b se llama eje menor

Las longitudes a y b corresponden al semieje mayor y semieje menor respectivamente.

La relacion existente entre a, b y ¢ estd expresada por la ecuacion a? = b? + c¢? del teorema de
Pitagoras.

La longitud de la cuerda que atraviesa la elipse en cualquiera de sus focos y perpendicularmente al
eje mayor, se denomina lado recto y puede ser hallada sustituyendo x = cox =- ¢ enlaecuacion
de la elipse (fig.7) )

y

2 2 b Fig. 7
_+—=1—>y=ia\/a2—czcomo a’? —c? = b?

b? b?
=+——> Lado Recto =2y =2—
y =x—— Lado Recto y m

EXCENTRICIDAD DE LA ELIPSE

La excentricidad de una elipse es la razon entre su semidistancia focal denominada por la letra “c” y
su semieje mayor “a”

e =

c
a

La excentricidad indica la forma de una elipse; una elipse serd mas redondeada cuanto mas se
aproxime su excentricidad al valor cero. Cuando e = 0 la elipse es una circunferencia. La
excentricidad en la elipse mide, por tanto, lo que esta se aleja de la circularidad. En la circunferencia
los dos focos se confunden y son a su vez el centro de la conica.
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En la fig.8 siguiente se ve como varia la elipse al ir variando los valores de a 'y c.
Sic — aentonces la e — 1 ; veriamos como la curva se achata, corresponde a la linea de puntos azul

Sic — 0entonces la e — 0 ;la elipse tiende a ser una circunferencia, corresponde a la linea de puntos
verde

Por lo tanto como 0 < ¢ < a se tiene que

0<e<l1

La excentricidad en funcion de los semiejes ay b resulta:

Fig. 8

Va? — b?
a

e =

De esta formula se deduce que si “a” es fijo y “b” toma valores tales que 0 < b < a; tendremos:

Sib - 0, e » 1,y méas achatada resulta la elipse, corresponde a la linea de puntos azul.

Si b—a, e— 0,y los focos de tienden a coincidir con el centro, tendiendo la elipse a ser una
circunferencia, corresponde a la linea de puntos verde.

ECUACION CANONICA DE LA ELIPSE CON CENTRO C(h,k) Y EJE PRINCIPAL
PARALELO A UNO DE LOS EJES COORDENADOS.

Si el eje principal de una elipse es paralelo al eje OX 'y su centro es C (h, k); su ecuacion resulta:

Y B, Flg 9

-2 o=k

a? b?
k+0b
C C
¥
h—c
h x
Siendo (ver fig. 9): h+c
Vértices Extremos Focos

Vi(h + a,k) |Bi(h,k+b) |F (h +c,k)

V,(h— ak) |Ba(hk—b) |F(h — c,k)
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Si desarrollamos los cuadrados de la ecuacion candnica con C(h,k) obtenemos la ECUACION

GENERAL

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F =0

donde el signo A =signoCy A=C

La ecuacion de la elipse en su forma general puede reducirse a su forma canénica completando

cuadrados

~

Solucion: se cumple que los signos en los términos cuadraticos son iguales y de valores distintos

ﬁnaliza la ecuacion x? + 4y2 +2x—8y +1=0

» completando cuadrados en x e 'y

(x2+2x+1-1)+4@*-2y+1-1)+1=0

(x+1D2+4(y+1)2=4
(x+1)%2+4(y—-1)?2=4

x +1)°
( 7 ) DT =1-c-1D)
a’?=4- a= 2 — 2a = 4 serd la longitud del eje mayor
b2=1-b=1 — 2b = 2 seré la longitud del eje menor
c2=a%—-b*->c=+Va?2—-b?2 - c=+4—-1=+/3 - 2c = 2+/3 sera la distancia focal
_c_V3
¢~ a_ 2
Vértices Extremos Focos

Vith + a,k) = (-1+21) = (1,1)

B,(hk + b) = (-1,2)

F(h +c,k)=(-14++/3-1)

V,(h— ak)=(—1—-21) = (-3,1)

B, (hk-b)=(-1,0)

Fy(h — c,k) == (-1-+3,1

:‘Sy

Bi(-1,2)

Rk B S e

i
___5+______:~_..

&

&

o

(B
|
e

-0:5

y
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IMPORTANCIA DEL TEMA
Los cuerpos ligados gravitacionalmente entre

si describen orbitas en forma de elipse Fig. 10

Las elipses tienen algunas aplicaciones Q

comunes con las demas conicas y otras que son

Unicas. Durante siglos se creyé que las orbitas

que describian los planetas alrededor del sol
eran circulares, sin embargo, fue Kepler en el siglo XVII quien demostré que las orbitas de los

planetas era eliptica y que en uno de los focos estaba el sol.

Reflectores elipticos (fig. 11)

La otra propiedad que tienen las elipses con las demas secciones
conicas es la propiedad reflectora de los espejos elipticos. Una
fuente luminosa colocada en un foco se refleja hacia el otro foco.
La aplicacion principal de esto se da en las llamadas bovedas de

los murmullos, que son unos recintos con bdveda eliptica en

donde una persona en uno de los focos puede murmurar a alguien que esté en el otro foco sin que lo

oigan los demas.

Una aplicacion mas cientifica es el empleo de reflectores elipticos de ultrasonido para disgregar
calculos renales: se coloca el reflector de tal modo que el célculo esté en uno de los focos y la fuente

sonora en el otro, las ondas se concentran en la piedra haciéndola vibrar y desintegrandola.

Otra aplicacion es en la aerodinamica e hidrodinamica en alas, quillas o timones elipticos producen

menor resistencia a la friccion que otras formas.
En la construccidn de arcos, aunque debieran ser parabdlicos, a veces se construyen elipticos.

En la actualidad existen muchos aparatos para hacer gimnasia con mecanismos elipticos

101



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

TRABAJO PRACTICO: ELIPSE

1. En cada caso, halla la ecuacion de la elipse con C(0,0) que satisface las condiciones indicadas,
grafica:

focos (—4,0) y (4,0); vertices (5,0) y (—5,0)

focos (0,8) y (0, —8); vértices (0,17) y (0, —17)

uno de sus focos (—3; 0) y un vértice es (5; 0),

uno de sus focos es (0; 1) y un vértice es (0; —6)

® o 0 T o

focos (0,6) y (0, —6) semieje menor longitud 8

=—h

focos (—5,0) y (5,0); excentricidad e = g

«

. Vértice (6,0) y excentricidad e = %

h. eje mayor de longitud 10 y pasa por Po(2,3) (dos soluciones)

2. Halla el lugar geométrico de los puntos:

cuya distancia al punto (—5;0) es igual a la mitad de la correspondiente a la rectay — 16 = 0.
cuya distancia al punto (3;2) es la mitad de la correspondiente a la recta x = — 2.

cuya suma de a los puntos fijos (3,1) y (—5;1) es igual a 10

cuya suma de distancias a los puntos (2; —2) y (=2; —2) esigual: 8;4y —8

o0 o

3. Halla la ecuacion de la elipse:

a. de centro en el origen, focos en el eje y, pasa por los puntos (—3,2\/§); (4, g)
b. de centro (4, —1)uno de los focos (1, —1) y pasa por el punto(8,0)
c. de centro (3,1), uno de los vértices en (3, —2) y excentricidad e =

Wl

d. de centro (—3,1) un extremo del eje menor en (—1,1) y pasa por (—2, —2).

2 A2
(2x+1) +(3y 6)
25

4. Dada la siguiente elipse con ecuacion = 1 obtén:

a. coordenadas de los focos, de los vertices y centro

b. longitud de los ejes mayor y menor;

c. excentricidad y longitud de los lados rectos y representar graficamente.

5. Deduce la ecuacion del lado recto.
6. Lleva a la forma canonica y dar todos sus elementos. Representa graficamente.

x24+4y> +2x—8y+1=0
4x% +9y? +32x — 18y —37 =0
9x% + 16y2 —36x + 96y +36 =0
x24+4y? —6x—8y+1=0

oo o
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10

11.

Un arco de un puente de 80m de luz tiene forma eliptica, sabiendo que la altura es de 30m, halla
la altura del arco en un punto situado a 15 m de su centro.

Para que valores de k las siguientes ecuaciones representan una elipse, ¢cual es el centro? ¢donde
se ubican los focos? ¢contiene dicha elipse el origen de coordenadas?

y2 . x2 yZ _ 2 2 .
+—=—=1 b)|k—5|+ﬁ_1 C)4x* +9y* —16x — 18y + 25—k =0

Un ebanista desea fabricar una mesa eliptica, la cual debe tener 120” de longitud y 50” en su punto
mas ancho. Usa dos clavos y un cordon para trazar el tablero. ;Donde debe fijar los clavos y qué
longitud debe tener el cordon?

. La orbita del planeta Mercurio forma una elipse con el Sol en un foco. Esta elipse tiene un eje

mayor de una longitud de 72 millones de millas y un eje menor de una longitud de 70,4 millones
de millas. ¢Cual es la distancia minima (perihelio) entre Mercurio y el Sol? ;Cudl es la maxima
distancia (afelio)?

at+cC
A
( e
SN
a C

Mercurio

De acuerdo a la gréfica encuentrai las ecuaciones respectivas indicando todos sus elementos
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HIPERBOLA

DEFINICION:

La hipérbola se define como el lugar geométrico de los puntos del plano, cuya diferencia de distancias
a dos puntos fijos, llamados focos, es igual a una constante

H = {P:d(P,F,) — d(P,F,) = cte}

ELEMENTOS DE LA HIPERBOLA

v' F, yF, focos

La recta que pasa por los focos es el eje principal
Eje real o transverso: 2a

Eje imaginario o conjugado: 2b

Distancia focal: 2c

V1 y V, vértices (puntos de la hipérbola que estan contenidos en el eje principal)

Centro es el punto medio del segmento F; F,

AN N N N Y N N

Asintotas

v LR: lado recto cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje principal

CONSTRUCCION DE LA HIPERBOLA

Se puede construir una hipérbola por medio de puntos, de la siguiente manera (fig. 1):

1ro.: Se dibuja el eje principal ViV2 y se
ubican los focos F1 y F2

2do.: Se marca un punto M en el segmento
de recta y a la derecha de Fa.

3ro.: Con centro en los focos, se trazan
circunferencias con un radio igual a MV2.
A continuacién y con centro en los mismos
puntos se trazan circunferencias con radio
igual a MV1 que corta a la circunferencia
anterior produciéndose 4 puntos sobre la
hipérbola. (Se pueden hallar otros puntos
variando la posicién de M.

Para demostrar la validez de esta

construccion, llamamos P a un punto de la

hipérbola y observamos que MV; = F;P y MV, = F,P; por lo tanto F,P — F,P = MV, — MV, la
cual es la longitud del eje real. Esta longitud permanece constante; es decir, MV, — MV, es siempre
igual a V; V, y entonces la diferencia de las distancias desde los focos a cualquier punto de la curva
es una constante.
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ECUACION CANONICA DE LA HIPERBOLA

Para deducir una forma sencilla la ecuacion de la hipérbola, usaremos como eje principal coincidente
con uno de los ejes coordenados y como centro el origen de coordenadas. El centro estara por lo tanto
en el punto medio de los focos.

e Con centro C(0,0), eje real el eje x

Haciendo el andlisis de distancia a partir de la definicion de

lugar geomeétrico (fig. 2)

d(P,F,) —d(P,F,) = 2a
Ja+2+y?—J(x—c)2+y?=2a
Elevando al cuadrado ambos miembros
(Vo+ar ) = (2a+G-0r+y?)
Desarrollando cuadrados y simplificando
x4 2xc+ 2+ y? =4a® + 4a\/(x — )2 + y? + +x% — 2xc + ¢ + y?
Agrupando y elevando nuevamente al cuadrado

Hixc — Aa?)? = Q(ad(x —c)2+ yZ)/desarrollando binomios y simplificando

x%c? — 2xca® + a* = a?(x? — 2xc + ¢? + y?) aplicando propiedad distributiva

x%c? — 2xca? + a* = a’x? — 2xca® + a’c? + a%y? simplificando
x2c? — a%x? — a?y? = a?c? — a* agrupando monomios semejantes
x2(c? —a?) —a’y? = a?(c®* —a?) como c? — a? > 0 entonces c? — a? = b?

x2b? — a?y? = a?b? dividiendo por a?b?

2 2

x- Y

2 pr 1

Donde a es la interseccion en el eje coordenado x elevada al cuadrado. Hay que recordar que a
acomparia al término positivo, en esta forma siempre podemos decir cual es el eje real

Dada la ecuacion 4x2 — 2y? = 16, escribe en forma candnica, e indica sus ejes y la \
distancia focal
Solucion: Dividiendo por 16 se lleva a la forma canédnica

x2 2

* ¥ _

4 8
El nimero positivo es 4 que acompafa a la variable x, por lo indica que el eje real es el eje x.
a>=4-> a=V4=2 — 2a = 4 seré la longitud del eje real
b?=8-b= /8 — 2b = 2+/8 ser4 la longitud del eje imaginario

c’?=a*+b*>>c=Va?+b?2-> c=+8+4=+12 - 2c = 2/12 seré la distancia focal
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e Con centro C(0,0);eje real el eje y
Haciendo el analisis de distancia a partir de la definicién

de lugar geométrico (fig. 3)

d(P)Fl) _d(P,Fz,) = 2a

Jo+oZ+x2—/(y—)2+x%=2a

Elevando al cuadrado ambos miembros

VOT0Z+22) = (2a+ /-2 +x2)

desarrollando binomios

y¥ 4 2yc+ *+ X% = 4a® + 4a/(y — ©)?2 + x2 + 4% — 2yc + €% + »* simplificando
2
Hyc —4a?)? = (}1-{1\/ (y—c)+ xz) elevando al cuadrado ambos miembros

y2c? = 2yca®? + a* = a®(y? — 2yc + ¢? + x?) aplicando distributiva

£1(0,-%)

y2c? — 2y€a? + a* = a?y? — 2yea® + a%c? + a?x? simplificando
y2c? — a?y? — a®x? = a*c? — a* agrupando
y2(c? — a?) — a?x? = a?(c? — a®) como c? —a? > 0 entonces c2 — a? = b?

y2b? — a?x? = a*b?dividiendo por a?b? —

2 2

y- x

2 1

Donde a es la interseccion en el eje coordenado y elevada al cuadrado. Hay que recordar que a
acomparia al término positivo, en esta forma siempre podemos decir cual es el eje real.

PROPIEDADES DE LA HIPERBOLA CON CENTRO (0,0)

a) Simetria: es simétrica respecto de los ejes coordenados y del origen, ya que la ecuacion no se
modifica cuando x se reemplaza por - x, como tampoco cuando es reemplazada y por - y, y tampoco
cuando ambas son reemplazadas por sus opuestos 0 negativos.

2 2
b) Valores excluidos: analizando la ecuacion de la hipérbola % — 2’—2 = 1 para y en funcion de x y

para x en funcion de y, encontramos que:
y=i§m x =+=./y2 + b2

se puede ver que para que y sea real x? > a? es decir a < x < —a, vemos también que x es real para

todos los valores de y
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c) Relaciones geométricas

Siy =0 - x = ta la hipérbola interseca al eje x en dos puntos, vértices reales V; (—a, 0); V,(a, 0)
Six = 0 — no corta al eje y, vértices imaginarios B;(0,—b); B,(0, b)

El segmento de recta V1V- de longitud 2a se llama eje real o transverso

El segmento de recta B1 B2 de longitud 2b se llama eje imaginario o conjugado

Las longitudes a y b corresponden al semieje real y semieje imaginario respectivamente.

La relacion existente entre a, b y ¢ esta expresada por la ecuacion c? = a? + b? por el teorema de
Pitagoras

La longitud de la cuerda que atraviesa la hipérbola en cualquiera
de sus focos y perpendicularmente al eje real, se denomina lado
recto y puede ser hallada sustituyendo x = cox =-cenla
ecuacion de la hipérbola (fig. 4).

C2 yZ C2
— 2 _ 12
b Bleh X
y=ia\/c2—azcomo c?—a® = b?
2 b2

=+——> Lado Recto =2y =2—
y =+—- Lado Recto =2y "

d) Excentricidad de la hipérbola

Se define como la razdn entre la distancia focal 2c y la longitud del
eje real 2a, como ¢ > a entonces la e > 1, siendo ¢ = Va? + b? puede entonces expresarse

¢ Va?+ b?
e=—=——>1
- . - a a - s
La excentricidad mide la mayor o menor abertura de las ramas de la hipérbola. Cuanto menor sea b,
tanto menor sera el angulo formado por las asintotas con el eje principal y tanto mas aplastada
resultara la hipérbola.
e) Asintotas de la hipérbola

La asintota de una curva es una linea recta tal, que la distancia perpendicular trazada desde la recta a
un punto sobre la curva es, y permanece, menor que cualquier valor positivo que se le asigne a medida
que el punto en la curva se aleja indefinidamente del origen

Hay una forma facil de encontrar la ecuacion de las asintotas, se iguala a cero el lado derecho de la
ecuacion (eje real eje x) y luego se factoriza, entonces

x2 yZ
E_b_zz() - b*x?—a’y?=0 - (bx—ay)(bx+ay)=0
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Donde bx —ay =0, bx+ay =0
son las ecuaciones de las asintotas.

N b

=t—-x

y== a

Si el eje real fuera el eje y,se iguala a cero el
lado derecho y luego al factorizar nos quedaria

a
J’=i3x

Las asintotas son muy Utiles para dibujar una
Fy(—e,0)

hipérbola. Por ejemplo, si tomamos el eje real
2ay el eje imaginario 2b, podemos construir un
rectdngulo cuyo centro es el de la hipérbola y
cuyos lados son 2a'y 2b paralelos a los ejes real
e imaginario. Las diagonales de este rectangulo

. . b
tienen pendientes + - de esta manera, cuando

son prolongadas, se convierten en las asintotas
de la hipérbola (fig. 5)

Vi(—a.0) Va(a, 0 Fe0) ¥

@IIa las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones de las asintotas, la Iongitlh
del lado recto y la excentricidad de la siguiente hipérbola 9x? — 16y? = 144

Solucion: dividiendo ambos miembros por 144

a’ =16 - a =4 - 2a = 8 longitud eje real
b>=9 - b =3 - 2b = 6longitud eje imaginario
c=v16+9=5 - 2c¢ =10 distancia focal

Vértice Real
V,(—4,0),V,(4,0)

Vértice imaginario
Bl (Or _3)1 BZ (013)

Focos
Fl (_510)1 FZ (510)

Asintotas
y= _4x
e=c/a=5/4

-
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(@a las coordenadas de los vértices, de los focos, las ecuaciones de las asintotas, la Iongitud}j
ado recto y la excentricidad de la siguiente hipérbola 49y? — 16x? = 784 . Grafics

Solucion: dividiendo ambos miembros por 784

2 xZ
o2
16 49

a’ =16 - a =4 - 2a = 8 longitud eje real
b?>=49 - b=7 - 2b = 14 longitud eje imaginario
¢ =16+49 = 65 > ¢ =65 - 2¢c = 2V65 distancia focal

Vértice Real
Vl (01 _4‘)1 V2 (014)

Vértice imaginario

Bl(_7!0)! 32(7!0)

Focos

F,(0, —V65), F,(0,65)

< By(~7,0) & # # ! ® By(7.0)© X'

Asintotas

2b=14

_+a _ +4
y—_bx— _7x

49 £ (0,-v65)

Qc/a =65/4 /

ECUACION CANONICA CON CENTRO C(h,k) Y EJE PRINCIPAL PARALELO A UNO
DE LOS EJES COORDENADOS.

Si el eje principal de una hipérbola es paralelo al eje x y su centro es C (h, k); su ecuacion resulta:

(x—h? (y—k)? _

a? b2 1
Siendo:(ver fig.6)
Veértices reales _\/értipes _ Focos Asintotas Lado | Excentricidad
imaginarios recto
Vi(h— a,k) | Bi(h,k —b) F, (h—c,k) y—k=i§(x—h) 2%2 622
V,(h+ a,k) |B2(h,k+b) F, (h+c,k)
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&

* 2b
Fy(h+c, k,

Si desarrollamos los cuadrados de la ecuacion canonica con C(h,k) obtenemos la ECUACION
GENERAL

Ax?> +Cy?+Dx+Ey+F =0

donde el signo A # signo C

La ecuacion de la hipérbola en su forma general puede reducirse a su forma canénica completando
cuadrados

ﬂllla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los puntosf\bijbf
F,(—5,2) y F,(3,2) seaigual a6

Solucion: este ejercicio se puede resolver de dos maneras distintas, veamos una de ellas planteandg
la definicion de lugar geométrico

d(P,F,) — d(P,F,) = 2a

Jx+5)2+(y—2)2—/(x—3)2+ (y — 2)2 = 6 elevando al cuadrado ambos miembros

2 2
(Va+57+-22) =(6+/x-372+ (- 2?)
Desarrollando cuadrados y simplificando

€+10x+ 254+ 32 =4y +4=36+12/(x —3)2+ (y —2)2 +*=— 6x + 9 + 3> —A4y+4
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ﬂgrupando y elevando nuevamente al cuadrado \

(16x —20)? = (12/(x —3)2 + (y — Z)Z)Zdividiendo por 4 ambos miembros

(4x—5)2=(3/(x—3)2+ (y — Z)Z)Zdesarrollando el binomio

16x2 — 40x + 25 = 9x2 — 54x + 81 + 9y? — 36y + 36
7x% + 14x—9y? + 36y = 92 completando cuadrados
7(x*+2x+1—-1)-9(y? -4y +4—4) =92

7(x + 1) — 9(y — 2)% = 63

x+1D? (y-2)°_
9 7
a’?=9 »a=3 — 2a = 6 longitud eje real

b?=7 - b=+7 — 2b = 27 longitud eje imaginario
c?=94+7=16 - c¢=+16 =4 - 2c = 8 distancia focal

1

Vértice Real
V(—4,2)
V,(2,2)

Vértice imaginario
Bi(~1,2 — 2V7)
By(~1,2 + 2V7)

Focos

F;(—5,2) .

F(32) T s
Asintotas o
y—2=ig(x+1) -
e=c/a=4/3

Otra posibilidad es trabajar con los elementos de la hipérbola
F;(—5,2) y F,(3,2) dados los focos la distancia focal serd2c = 8 5 c =4 ;2a=6 - a=3
sic’2=a?+b?> b?=c?-a?>->b>=16-9=7
En el punto medio de los focos se encuentra el centro C de la hipérbola

. 4
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0 un par de rectas

Solucion: Completando cuadrados se tiene:
9(x? — 6x + 32 —32)—16(y%?+ 10y + 52 —52) — 463 =0
9(x —3)?2 —16(y +5)2 = 81 — 400 + 463
9(x —3)2 — 16(y + 5)% = 144
(x=3? +5_
6 9 !
Es un hipérbola con eje real paralelo al eje x, con centro C(3, —5)

a’?=16 »a=4 — 2a = 8 longitud eje real
b?2=9 -b=3 — 2b = 6 longitud eje imaginario

c2=164+49=25 — ¢=1+/25=5 > 2¢ = 10 distancia focal

/ Dada la ecuacion 9x2 — 16y? — 54x — 160y — 463 = 0 decidir si representa una hipérb@

Vértice Real | Vértice Focos Asintotas Excentricidad
V,(-1,5), |'Maginaro F,(=2,-5), 3 e=c/a=>5/4
V2(7, _5) 1 ’ F2(8,5)

\ B,(3,-2) /J

Dispones de éste tema en version online

https://www.loom.com/share/2e1ff516e55d490097edf0d132d6739a
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TRABAJO PRACTICO LA HIPERBOLA

1. Paracada una de las siguientes hipérbolas, cuyas ecuaciones son:

a. 9x2 — 4y2 =36 b) x2 — 4y? = 4, obtén:
i. coordenadas de centro, foco y vértices

i. longitud de los ejes real e imaginario

iii. ecuaciones de las asintotas.

iv. excentricidad y longitud de los lados rectos y ademas representar graficamente

2. Halla en cada caso la ecuacién de la hipérbola sabiendo que:

los extremos del eje imaginario son (0,3); (0,—3) y la longitud del lado recto es 6.
pasa por los puntos (3, —2); (7, 6), tiene su centro en el origen y el real sobre el eje x
con C(0,0); un vértice en (6,0) y una de sus asintotas es larecta 4x —3y = 0

e = /5, focos en el eje x, centro en el origen y pasa por (3,2)

oo o

3. Obtén la ecuacion de la hipérbola que satisfaga las condiciones dadas y grafica

Centroen (—1,4), F(—1,2),V = (—1,3)

Asintotas (2x —y = 0)y (2x + y) = 0 pasa por (3,2)

Centroen (—1,4), F(—1,2),V = (—1,3)

Sabiendo que el eje y es el eje focal de una hipérbola, determinar su ecuacion sabiendo que
P(2,—2) pertenece a la hipérbola y una de sus asintotas es x + 2y = 0.

oo o

5. Utilizando la definicion de hipérbola, halla la ecuacién de dicha curva sabiendo que tiene focos
en (—=7,3)y(—1,3) y longitud del eje real igual a 4.

6. Para la siguiente hipérbola, cuya ecuacion es x> — 9y? — 4x + 36y — 41 = 0, obtén:

coordenadas de centro, foco y vértices.

longitud de los ejes transverso y conjugado.

ecuaciones de las asintotas.

excentricidad y longitud de los lados rectos y ademas representa graficamente

o o o

7. Dada laecuacion 4x? —8x — y? + 2y + k = 0, encuentra analiticamente para que valores de
"k" la ecuacion representa:

a. una hipérbola de eje real paralelo al eje "X".
b. una hipérbola de eje real paralelo al eje "y".
C. que determina la ecuacion parak = — 3?

8. Dadas las siguientes ecuaciones de hipérbolas, llévalas a la forma canonica, halla todos sus
elementos. Grafica.

a —x2+9y?—4x + 36y— 41 =0
b. 9x%— 4y? — 54x + 8y + 113 = 0
C. 3x2—-3y%2 +4=4
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9. Demuestra que la diferencia de distancias del punto (6,3 g)de la hipérbola 9x2—16y? = 144

a los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto.

10. Clasifica las distintas ecuaciones para los distintos valores de k

x2 y2

6+2k k+5

a) b)4(8 — k)x? + ky? = 8k — k?

11. Analiza la ecuacion (h — k) x* + (h- m)y? = 1 en cada uno de los siguientes casos:
a) k> h>m bym > h > k c)h>k>m
12. Obtén todos los valores de k sabiendo que el eje focal de la hipérbola:
a. k(k-1)x?+ (k + 1) y?> = 1 es paralelo al eje de las abcisas
b. x2—ky? — 6 x + 2ky + 1 = 0 es paralelo al eje de las abcisas y el eje transverso mide 4
c. —4x%+ y? —16x + k = 0 es paralelo al eje de las ordenadas y el eje transverso mide 8.

13. Deduce las ecuaciones de las hipérbolas e indica sus elementos

=]
[e:]
|
(2]
=
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PARABOLA

DEFINICION: Dados en el plano una recta fija, llamada directriz y un punto fijo, llamado foco, no

perteneciente a ella, se define la parabola como los puntos del plano que equidistan del foco y de la

directriz

P ={P:d(P,F) = d(P,d)}

ELEMENTOS DE LA PARABOLA:
v F: foco

Eje de simetria: recta que contiene al foco y es perpendicular a la recta directriz

d: recta directriz

v

v

v V: vértice - punto medio entre el foco y la recta directriz

v' p: parametro de la parabola (distancia al vértice del foco o de la recta directriz)
v

LR: lado recto cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje de simetria

CONSTRUCCION DE LA PARABOLA

Para construir una pardbola, supongamos que
F es el foco y d la recta directriz, trazamos por
F una recta que contiene al foco y es
perpendicular a la recta directriz en C, en el
punto medio del segmento CF se encuentra el
veértice V de la pardbola. Para construir otros
puntos trazamos una recta paralela a la recta
directriz que pase por un punto Q del
segmento CF y esté a la derecha de V, a
continuacion, con centro en F dibujamos una
circunferencia de radio CQ, que intercepta a
la recta en dos puntos Py P" r=FP = CQ =
MP, el punto P es equidistante del foco y de
la recta directriz, en consecuencia, P € a la

parabola.
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ECUACION CANONICA DE LA PARABOLA

Para deducir una forma sencilla la ecuacion de la parabola, usaremos como eje de simetria coincidente
con uno de los ejes coordenados y como Vértice el origen de coordenadas. El vértice estara por lo
tanto en el punto medio entre el foco y la recta directriz.

Con vértice en el origen, eje focal el eje x distancia de P ala recta d/
d - - =)= - = = = =

d(P,F) = d(P, d) ] "

Jax—p)2+@)?2=x+p
Va=p2+ 2 = (x+p)?

(x —p)? + (¥)? = (x + p)? desarrollando cuadrados

iadeP alfoco

Mo— = o~ & o@ — — g

&—2xp+}2+ yzzx/2+2xp+p/2

y? = 4px

Propiedades de la parabola con C(0,0), eje focal x

a) Simetria: F(x,y) = F(x,—y) — la parébola es
simétrica respecto del eje x a igual valor de x se obtienen dos valores de y

b) Valores excluidos: F(x,y) # F(—x,—y) — la parabola No es simétrica respecto del
origen de coordenadas

c) Relaciones geométricas

v Pasa por el origen de coordenadas si x = 0 =y = 0 por lo tanto O(0,0) € P.
v El coeficiente que multiplica a la variable x se denomina Lado recto LR = 4p
v ip>0= x>0  las ramas de la parabola se abren hacia la derecha.
v Sip <0 = x<0 e las ramas de la parabola se abren hacia la izquierda.
[ Deduce de acuerdo a la definicidon la ecuacién de la parabola de F(3,0); d: x = —3 \
Solucion: d(P,F) = d(P,d)
Jx—=3)2+@)?2=x+3 y

Q(-3.y)

Elevando al cuadrado ambos miembros

(VG372 +()7) = (x+3)?
(x —3)2 + (y)? = (x + 3)? desarrollando cuadrados

X —bx+9 +y =x+6x+ 9 :
\ ¥P=12x )

Propuesto 1: justifica analiticamente por qué el lado recto (LR) es igual a 4p

*FEO) x

Propuesto 2: comprueba que, si el eje de simetria es el eje “x”, el vértice es el origen, y el F estd a la
izquierda de V, entonces la ecuacion de la parabola es y? = —4px

117



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero

AGA

Con vértice en el origen, eje focal el eje y

d(P,F) =d(P,d)
JO2+ G -p)2=y+p

distaﬁcia dePalfoco

{2+ & —p2) = +p)?

FlOp)

Picy)

)*+ W -p)= +p)?

distancia de P a la recta directriz

desarrollando cuadrados ' ' v
x2 +3’2 — 2yp _|_,Z{2 =,f2 + 2yp + /p/z directriz
x? = 4py

Propiedades de la parabola con Centro (0,0) y eje focal eje y

a) Simetria: F(x,y) = F(—x,y) — la parabola es simétrica respecto del eje y, a igual valor

de y se obtienen dos valores de x

b) Valores excluidos: F(x,y) # F(—x,—y) — laparadbola No es simétrica respecto del

origen de coordenadas

c) Relaciones geométricas

v" Pasa por el origen de coordenadas siy = 0 — x = 0 por lo tanto O(0,0) € P

v" El coeficiente que multiplica a la variable y se denomina Lado recto LR = 4p
v Sip>0 - y>0-Im=R"(las ramas de la pardbola se abren hacia arriba)

v Sip<0 - x<0 - Im=R(las ramas de la parabola se abren hacia abajo)

élracterizar la siguiente parabola x? = 8y

v' pasaporelorigeny = 0; x = 0

v paray =2 ; x = +4, por lo tanto es simétrica
respecto del eje y

v LR=8 =4p —» p =2 luego las coordenadas
de F(0,2)

v ladirectriz esta por debajo del foco y = —2

v el vértice se encuentra en el punto medio del

F(0,2)

\

segmento entre el Fy larectad — V(0,0)
v despejando x, se tiene x = /8y, dominio y > 0,

\ los reales

por lo tanto las ramas de la parabola se abren hacia arriba, el campo de variacion de x son todos

J

Propuesto 3: justifica por que el Lado Recto es igual a 4p

(Y]

Propuesto 4: comprueba que si el eje principal es el eje “y”, el vértice es el origen, y el F estd por

debajo de O, entonces la ecuacion de la parabola es x? = —4py
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ECUACION CANONICA CON VERTICE V(h, k), EJE FOCAL PARALELO A UNO DE
LOS EJES COORDENADOS

Pexy)

e Con vértice (h,k) paralela al eje x

d(P,F)zd(P,d) z=h—p

Jix=(+pP2+ (@ —k)?2=(x—h+p) ‘ T e

Elevando al cuadrado ambos miembros
) !

(VIx—(h+p?+( —k)?) =(x—h+p)? ° " ’

desarrollando los binomios al cuadrado

X% — 2xh — 2xp + ifz+2hp+/p/2+ (y — k)% = &% — 2xh + 2xp +H% — 2hp + p%

(y — k)* = 4xp — 4hp

(y —k)*> = 4p(x — h)

desarrollando cuadrados e igualando a cero

y? —4px —2ky +4ph+k* =0

si comparamos esta ecuacion con la ecuacion general de segundo grado en dos variables:
Ax?*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

se puede observar que:
v" carece de término rectangular B = 0
v"uno de los coeficientes cuadraticos es nulo, A = 0y el otro no, es decir es de la forma

Cy?+Dx+Ey+F=0

Vértice
V(h, k)

Eje de simetria

r=h—p

y=k

Foco
F(h+p,k)

Directriz

o-Hdomam oO»r

N ==|"n0==n0n

Vih,k) F(h+p,k)
]
p , P

Lado Recto o h x
4p

x=h-p
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Observacion: no toda ecuacién como Cy? + Dx + Ey + F = 0 representa una parabola, ya que si
Ilevamos a la forma candnica podemos analizar las siguientes situaciones:

V' para que represente una parabola D = 0
v" si D = 0 representa un par de rectas o no existe lugar geométrico

/Obtén la ecuacion de la pardbola con vértice (2, —3) y directriz x = 4. Determina el foco \
y el lado recto (LR) .

Solucion: se sabe que h =2y k = —3. Como su directriz es
x = constante, la ecuacion sera de la forma (y — k)? = 4p(x — h).
La distancia del vértice a la recta directriz nos dara el valor de p, en
el gréfico se puede ver que |p| = 2. Por otra parte,p = —2 porque ~  ° \

la curva se abre hacia la izquierda.

F(0,-3) V(2. —3)
"

Esto se deduce también resolviendo (h + p) = 4

O +3)2=4(-2)(x - 2)

(y +3)? = —8(x - 2) .
Qfoco es (0,—3)yelLR= 8 /

e Con vertice (h,k), paralela al eje y

d(P,F) =d(P,d)

Jax—h2+y—(k+p))2=@—-k+p)
Elevando al cuadrado ambos miembros

(fx—h2+[y—(k +p)]27{= (y — k + p)?

desarrollando los binomios al cuadrado

(x — h)? +42 — 29k — 2yp + 42 + 2kp +p2 =% — 29k + 2yp +.k? — 2kp + p?
(x —h)? = 4yp — 4kp

(x —h)? =4p(y — k)

desarrollando cuadrados

x? — 2hx + h? = 4py — 4pk ordenando e igualando a cero

x?—2hx —4py +4pk +h? =0

si comparamos esta ecuacion con la ecuacion general de segundo grado en dos variables:
Ax?> + Bxy + Cy*+ Dx+Ey+F =0

se puede observar que:

v" carece de término rectangular B = 0
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v"uno de los coeficientes cuadraticos es nulo C = 0y el otro no, es decir es de la forma

Ax?+Dx+Ey+F =0

completando cuadrados en x se lleva a la forma la forma canonica y se obtienen los elementos

Vértice
V(h k)

Eje de simetria
x=h

Foco
F(h k +p)

Directriz

y=k-p

Lado Recto
4p

\

RECTO
q
F(h.k+p)

cuya ecuacion es

Vértice
V(4,-2)

Eje de simetria
x=4

Foco
F(4,-2+1)

Directriz

y=-3

Lado Recto
4

Solucion: completando cuadrado en x, resulta
x2—8x+16—-16=4y—38
(x—4)2 =4y +38
(x—4)? =4 +2)

V(4,-2)

@a el vértice, el eje de simetria, el foco, la directriz, lado recto y la gréfica de la parébolex

x2—8x=4y—8
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Observacion: no toda ecuacién como la siguiente Ax? + Dx + Ey + F = 0 representa una parabola,
pues si llevamos a la forma podemos analizar las siguientes situaciones

v E # 0 para que represente una parabola
v" si E =0 representa un par de rectas o no existe lugar geométrico

IMPORTANCIA DEL TEMA

El disefio de objetos como reflectores, antenas parabolicas, faros de automovil, telescopios de
reflexion, se basan en una propiedad muy conveniente de la parabola. Si al espejo de un telescopio
de reflexion de forma parabodlica, llegan rayos de luz paralelos, de una estrella lejana se puede
demostrar que entonces todos los rayos se reflejaran dirigiéndose al foco.

Si una fuente luminosa se coloca en el foco de una superficie parabdlica R
reflectora, entonces se producira un haz de rayos paralelos al eje de
simetria de la parabola. Un caso muy tipico son los reflectores de luz:
estos tienen su filamento exactamente en la posicion del foco con lo que
se consigue que casi todos los rayos luminosos salgan en direccion
paralela al eje focal, lograndose una iluminacion mas concentrada

Rayo reflejado

Los rayos que llegan a la
antena parabdlica por provenir de distancias muy
grandes préacticamente llegan en direccion paralela al
eje focal. Al reflejarse, todos los rayos reflejados van
hacia el foco, en donde se coloca el receptor y de esta
manera capta mas cantidad de ondas

Propuesto 5: a partir de los datos escribe la ecuacién de la parabola
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TRABAJO PRACTICO LA PARABOLA

1. En los siguientes ejercicios es necesario formar la ecuacion de la parabola que tiene el vértice en
el origen de coordenadas, conociendo que:

a. las coordenadas del foco son: a) (4,0); b) (0,3).

b. la ecuacion de la directrizes: a) x =1; b) y = 2.

c. la parabola es simétrica al eje Ox y pasa por (1, —2).

d. la parabola es simétrica al eje Oy y pasa por (2, —3).

2. El vértice de una parabola de eje paralelo al eje x es V(3,1). El punto (—1,—2) pertenece a la
parébola. Halla la ecuacidn de la curva y sus elementos.
3. Halla las ecuaciones de todas las parabolas que pasan por el punto (5,6), tienen como directriz

y = lycomoejex = 2.

4. Halla la ecuacion de la parabola sabiendo que su vértice es V(1,—2) y su foco es F (4 — 2).
5. Hallese en la parabola y? = 4x un punto para el cual la distancia de €l al foco es igual a 10.
6. Obtén una ecuacion de la recta tangente a la parabola cuya ecuacion es y? = — 4x en el punto
(—4,4).
7. Halla la ecuacion de una cuerda comun para la parabola y? = 18x y la circunferencia
(x + 6)2+ y% = 100
8. Un faro de automdvil tiene un reflector parabélico de 6 pulgadas de didmetro y 3 pulgadas de
profundidad. ;A qué distancia del vértice debe colocarse el bulbo luminoso?
9. Una viga de 16 metros de largo con soportes simples sostiene una carga concentrada en su centro.
La deformacién de la viga en su centro es de 3 cm. Suponga que la viga deformada es parabolica.
a. Halla una ecuacion de la parabola.

b. ¢A qué distancia del centro de la viga se produce una deformacion de 1cm?

16m

10. Se lanza una pelota hacia arriba desde el balcon de un edificio de 15m. Llega al punto mas alto
de su trayectoria a 6m sobre el balcdn y a 3mt fuera del edificio. ¢A qué distancia del edificio cae la
pelota al piso?
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11. El siguiente dibujo representa un arco de parabola, y con la
informacion dada, hallar la ecuacion de la misma, y la altura del -

soporte PP’

12. Ladistancia entre dos soportes verticales de un puente colgante es de 100m. y la flecha del cable
es de 15m.
a. Si el cable tiene forma de pardbola, obtenga su ecuacion. Supon que el vértice esta en el punto
medio (el mas bajo) del cable.
b. ¢Cual es la altura del cable a 30mts del centro?
13. En la figura anexa se representa el corte longitudinal de un reflector

parabdlico. El bombillo se coloca en el foco, donde la cuerda mide 10 cm

a. Deduce una ecuacion de una parabola

b. Calcula el didmetro de la abertura CD, a 11 cm del vértice.

14. El espejo parabolico del refractor de un observatorio tiene una distancia focal de 20m y un
didametro de 6m. Halla la profundidad de la cavidad parabdlica que fue necesario hacer al construir

este espejo de un cristal plano.

15. Determina las coordenadas del vértice, la magnitud del parametro y la direccion del eje de
simetria de las siguientes parabolas:

a. y> —10x —2y +21=0
b. y = 2x — x?

c. x2—6x+4y—11=0
d y=—-x*+x+6
e. 2x*—y+4x+5

16. Deduce la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano, tales que la distancia a un punto

F(8; 2) esigual a su distancia a la recta de ecuacion x —5 = 0

. . 2 .
17. Supén que el rayo de luz que emana del foco de la parébola Y* = 4X se encuentra con la parabola

en (1,—2). ¢Cudl es la ecuacion del rayo reflejado?
18. El atin, cuyas presas son los peces mas chicos, se observa nadando en grupos de 10 o 20,

distribuidos en una forma aproximadamente parabdlica. Una posible explicacion para que esto ocurra
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es que el pez mas chico trata de escapar de la pardbola por reflexién. Como resultado, los peces chicos
se concentran en el foco. Poniendo a este problema en un sistema de referencia, halla el foco de una

parabola de vértice A(6;3) y directrizx —8 =0

é?i@.‘, o

MPresa

\

-"t = % (

19. Supon que el chorro de agua del extremo de un tubo
horizontal sigue un arco parabdlico con vértice en el extremo
del tubo. El tubo esta a una altura de 20m de la tierra. En un
punto a 2m por debajo del final del tubo, la distancia horizontal

del agua hasta la linea vertical del final del tubo es de 4 metros.

¢Donde golpea el agua la tierra?

20. Disponemos de 120m de cerca para delimitar un terreno rectangular, y podemos elegir las
dimensiones del terreno. ;Qué medidas deberiamos escoger para que el terreno sea lo mas

grande posible?

AUTOEVALUACION

¢Puedes...

1 determinar el eje de simetria y el sentido de la curva, dada la ecuacion de la parabola?
1 escribir la ecuacion de la directriz, hallar los extremos y la longitud del lado recto?

1 dibujar la parabola dada su ecuacion

1 hallar la ecuacion de una pardbola dado su foco y la recta directriz?

I reducir a la forma canédnica y hallar los elementos?
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CUADRICAS

DEFINICION
Una cuadrica se define como el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y,z) € R® cuyas
coordenadas satisfacen una ecuacion de la forma

Ax?+By?+Cz?+Dx+Ey+Fz+G =0 (1)

Debido a que la superficie no esta rotada no aparecen los sumandos mixtos Xy, Xz e yz. La ecuacion

puede reducirse completando cuadrados, a una ecuacion mas simple, denominada forma canonica,

(x—h?+@-D*+(z-k?*+g=0 ()

Donde los sustraendos de los términos cuadraticos corresponden a las coordenadas del centro de la
superficie C(h, j, k)

Las superficies cuadricas pueden ser con centro de simetria y sin centro de simetria.

FORMAS REDUCIDAS las formas reducidas de la ecuacion de una cuadrica son:

e Con centro de simetria Ax? + By? + Cz? + G = 0yaque, para valores opuestos de las variables,
la superficie resulta simétrica con respecto al origen de coordenadas

La forma candnica de esta ecuacion la podemos expresar como:

e Sincentro de simetria ~ Ax? + By? +Cz =0
La forma candnica de esta ecuacion se puede expresar como:
2 2
X
+ 42—z
a? "~ b?

SUPERFICIES DE REVOLUCION

Es la superficie generada por la rotacion de una curva plana (directriz) en torno a una recta
perteneciente al plano de la curva (eje de rotacién).

Al seccionar la superficie de revolucién con planos perpendiculares al eje de rotacion se obtienen
circunferencias.

Cecuacién x2 +y? —2z%2 —1 =0 corresponde a una superficie de revolucion ya que lo

terminos en x e y son iguales y si seccionamos con planos paralelos al plano xy, (z = k) obtenemos

x2+y?=2k?*+1

Vk € R circunferencias que aumentan de radio a medida que aumenta k en valor absoluto, la
superficie es de revolucion y su eje es perpendicular al plano xy.

Para hallar la curva generatriz, se halla la interseccion de la superficie con el plano zy por ejemplo

sk

x24+y2—-2z2-1=0 -six=0- y?-2z2=1

Hipérbola de eje focal y.
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PROCEDIMIENTO PARA ANALIZAR UNA SUPERFICIE

Para graficar una superficie F(x,y,z) = 0, es conveniente realizar previamente un analisis de su
ecuacion. Para ello realizaremos lo siguiente:
1. Interseccion con los ejes coordenados

Eje “X” Eje “y” Eje “Z”

x=0
y=0
F(0,0,z) = 0 - P,(0,0,2)

x=0
z=0
F(0,y,0) =0 — Py(O,y, 0)

y=0
z=20
F(x,0,0) = 0 - P,(x,00)

2. Interseccidén con los planos coordenados

La interseccion de una superficie con un plano se llama traza de la superficie con ese plano. Estas
trazas se obtienen haciendo en la ecuacién canoénica z = 0 (traza en el plano xy), y = 0 (trazaen el
plano xz) y luego x = 0 (traza en el plano yz). Por lo tanto, en la determinacion de las trazas se
identifican las curvas planas (circunferencia, elipse, hipérbola y parébola o conicas degeneradas).

Traza sobre el plano “xy”

Traza sobre el plano “xz”

Traza sobre el plano “yz”

{ z=0
F(x,y,0) =0

koo
F(x,0,2) =0

{ x=0
F(0,y,z) =0

3.

Interseccion con planos paralelos a los planos coordenados

Como las cuadricas son superficies que se desarrollan en el espacio tridimensional, con el anélisis
de los puntos anteriores es insuficiente. Las secciones planas determinadas por planos paralelos a
los planos coordenados nos permitiran conocer la configuracion de la misma en el espacio y para
ello los planos paralelos que utilizaremos tendrén la forma, x = k,y = k,z = k, que haciendo las
sustituciones en la ecuacion nos permitira ir identificando dichas curvas planas.

Traza sobre el plano “xy” | Traza sobre el plano “xz” | Traza sobre el plano “yz”

x=k
Fkyz) =0

{F(X,Zy,:k)k= 0 {F(X,y k.ZZ)k= 0 {

2. Simetrias

Analizar la simetria de una superficie, implica analizar que sucede con su ecuacién cuando se
cambia el signo de una, de dos o de tres variables.

Simétrica respecto al plano

2

13

Xy F(xy,z) =F(xy,—-2) =0
“xz” F(x,y,z) =F(x,—y,2) =0
“yz” F(x,y,2z) = F(—x,y,2) =0

Simétrica respecto al eje

(3 a2l

X F(x,y,z) =F(x —-y,—z) =0
“y” F(x,y,z) = F(—x,y,—2) = 0
“Z”

F(x,y,z) = F(—x,—y,z) =0

Simétrica respecto del origen

F(x,y,z) = F(—x,—-y,—z) =0

127



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero

AGA

ESTUDIO DE CADA SUPERFICIE CUADRICA CON CENTRO C(0,0,0)

ELIPSOIDE

Los tres términos cuadraticos son del mismo signo, siendo a,b,c # 0 . Si a,b y c son iguales la

superficie sera una esfera

Interseccion con los ejes coordenados

Eje “X” Eje “y,, Eje “Z”
y:o X:O X—O
z=0 z=0 y=0
x? y? 72
—=1-x=1a;P(+a00) | |5=1->y=1b;P,(0,£b,0) (= =1 > z = +¢; P,(0,0, +¢
az b2 CZ 4 1z vy L

1. Interseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy”

Traza sobre el plano “xz”

Traza sobre el plano “yz”

z=0
Y .
{E-I_ﬁ_ 1 - elipse

y=0
2 2
X z
—+——1—>ellpse
a?  c?

x=0
2 2
{ZZ +Z—— 1 - elipse

2. Interseccion con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy”

Traza sobre el plano “xz”

Traza sobre el plano “yz”

1-— —2>0 — —c<k<celipse
c

2

k
1—6—2—0—>P(00 c)

1-E05 A lugar
C2

geométrico

z=k y=k x=k
{xz+3’_2—1_k_2 x*  z? k? {yz 5—1_""_2
Z 4+ 1= +
b2 c? az | c? b2 b2 a?

1 —’;—z>0 — —b<k<b elipse

2

k
1—47=0-P(0,£b,0)

1K LG
—E<0 - ﬂ

1-— —2>O — —a<k <a elipse
a

k2
1—-——=0 —>P(ia,0,0)
a?

1K
—;<0 - ﬂLG
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Analiza y grafica la siguiente superficie:
x2 y2 Z2

M A Ta—
971 16
1. Interseccion con los ejes coordenados
Eje “X” Eje “y” Eje “Z”
y=0 x=0 x=0
z=0 z=0 y=0
x? y? 72
—=1->Px=43 —=1l-y=4%2 Z —157=+4
9 4 16 -

2. Interseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano “x | Traza sobre el plano “x z” | Traza sobre el plano “yz”
y”
{ z=20 y = 0 x=0
X2 y? _ 2 2 {yz 72 _
?+Z=1—>ellpse ?+1—6=1—>elipse Z+E=1—>ellpse

3. Interseccion con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano “x y” | Traza sobre el plano “x z” | Traza sobre el plano “y z”
x2 yz k? X2 2 K2 yz 72 k2
=1 -= LK yo .z _,_ K
o 4 16 9 "16 4 4" 16 9
2 . 2 )

1—%>0—)—4<k<4€|lpse 1—’1—2>0 —>-2<k<2e|ipse 1—%>0—>_3<k<3e||pse
k2 2
—-——= + 2
7= 0mP 00D 1—%=0—>P(0,i2,0) 1-5=0-P(£30,0)
2
1-Xc0-52LG -
16 1-£<0-3LG 1-2<0- 4LG
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HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

Uno de los términos es negativo. El eje del hiperboloide corresponde a la
variable cuyo coeficiente es negativo. Si a = b serd un hiperboloide de

xZ

a?

y VA

bZ

2 2

_221

revolucién.

Para identificar el hiperboloide de una hoja lo hacemos mediante:

1. Interseccion con los ejes coordenados

no

Eje “X” Eje “y” Eje “Z”
( y=0 ( x=0 x=0
z=0 I z=0 y=0

x? y? 72

a2=1—>x=ia —=1-y=1b —— =1- NO CORTA
Cc
P.(+a,0,0) P,(0,+b,0)
nterseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy”

Traza sobre el plano “xz”

Traza sobre el plano “yz”

z=0

2 2
{x +% =1 - elipse

y=0
x?  z*

x=0
2 2
{%—i—z_l—)hlp

nterseccion con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy”

Traza sobre el plano “xz”

Traza sobre el plano “yz”

{ z=k
X2 y2 k2
+ E =1 + —
No importa el valor de k
siempre serd una elipse, cada

vez mayor

y=k
x2 z? k2
a2 2 p

|k|< b hip eje real x
|k|=b par de rectas

|k|> b hip eje real z

x=k
|k|< ahip eje real y
|k|= a par de rectas

|k|>a hip eje real z

Para graficar esta superficie utilizaremos tres elementos basicos

1. Identificar el eje del hiperboloide (coeficiente negativo)

2. Encontrar las trazas con planos perpendiculares al eje del hiperboloide y graficar estas

trazas en el espacio.

3. Unir estos cortes con hipérbolas (preferentemente las hipérbolas ubicadas en planos

coordenados)
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ﬂnaliza y grafica

xZ yZ 5
R A R
s t5 77

1. Interseccion ejes coordenados

\

Eje “x” Eje “y” Eje “y”
y= 0 x=0 x=0
2 2 2

2. Interseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano
“Xy”

Traza sobre el plano “xz”

Traza sobre el plano “yz”

z=0
2 2
{xz_'_y?: 1 - elipse

y=0
xZ
Z—zz=1—>hipejerealx

x=0

5

“——z2=1- hipejereal y

3. Interseccion con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy”

Traza sobre el plano “xz”

Traza sobre el plano “yz”

{ z=%2 y=k
x2 y2 2 k2
b =14 (£2)2 L =15
405 s 7 5
1+4>0 —elipse |k|<V5 hip eje real x
2 2
XY g |k|= /5 par de rectas
20 25

|k|>V5 hip eje real z

x=k
2 2
|k|< 2 hip eje real y

|k| = 2 par de rectas

|k|> 2 hip eje real z

Para graficar identificaremos:

1. el eje (término negativo), eje z;
2. luego trazamos planos perpendiculares al eje del hiperboloide, z = +2graficamos las trazas

(elipses)
3. uniendo los puntos que estan en los distintos planos coordenados quedan determinadas las dos
hipérbolas)
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HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS (un solo término positivo)

2 2 2

x z
__+y___:1

a?  b?% 2

El eje de simetria corresponde a la variable cuyo coeficiente es
positivo.

Para identificar el hiperboloide de dos hojas lo hacemos mediante:
1. Interseccion con los ejes coordenados

Eje “x” Eje “y”
y=0 x=0
7z=10 z=20
x? y? 42
——=1-> NOCORTA “—=1-y=4b —— =1 - NO CORTA
a? b2 c2

2. Interseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy” Traza sobre el plano “xz” | Traza sobre el plano “yz”

{ z=0 y = x=0
X2 y? ' 2 2 {yz 42 .

3. Interseccién con planos paralelos a los planos coordenados

«yv? | Traza sobre el plano“xz” | Traza sobre el plano“yz”
Traza sobre el plano “xy p p y

z=k y=k x=k
a? b2 c? _;_C_z_l_ﬁ pz 2 a2
|kl<b A LG o
|k| < ahip eje real y
|k| £ a hip eje real y |kl = b P (0,b,0)
|k|> b elipse

Para graficar esta superficie cuadrica utilizaremos tres procedimientos basicos:

Identificar el eje del hiperboloide de dos hojas (coeficiente positivo).

Encontrar la interseccion con los ejes coordenados

Encontrar las trazas con planos coordenados

Encontrar las trazas con planos perpendiculares al eje de simetria del hiperboloide y
graficar estas trazas en el espacio.

5. Unir estos cortes con hipérbolas (preferentemente las hipérbolas ubicadas en planos
coordenados).

el N
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ﬂepresenta graficamente el hiperboloide de dos hojas, siendo: \
a =9 b = 4; c = —5; eje de simetria el eje “y”
Solucion:
x2 2 2
_xt Yy
81 16 25

Realizando los pasos anteriores concluimos:

[

1. el eje del hiperboloide corresponde al término positivo, eje “y

2. cortaal eje “y” en +4 0 sea pasa por el punto P(0,+4,0), no corta al eje “x”, ni al eje “z”

x = 0 — hipérbola eje real "y
3. seobservaenel plano{y = 0 - no existe lugar geométrico

z = 0 - hipérbola eje real "y

4. si cortamos con planos L al eje de simetria "y" por ejemploy = +10

_ﬁ _ i —_1_ @ Por lo tanto, para planos y = k se
81 25 16 veran elipses cada vez mayores
x? z2 21
8125 4

5. uniendo los cortes, quedan determinadas las dos hipérbolas ubicadas en los planos

coordenados
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CONO

Una superficie conica es generada por una recta que se mueve alrededor
de un punto fijo. La recta movil se denomina generatriz y el punto fijo es
el vértice del cono. Las dos partes semejantes del cono separadas por el

vértice, reciben el nombre de manto del cono

Los conos corresponden a cuadricas con centro de simetria, pueden ser
elipticos o de revolucion. Las ecuaciones canonicas de estas superficies

son de la forma:

x2

a?

+b2

2

Y

ZZ

bz

El eje del cono corresponde a la variable cuyo coeficiente es negativo.

Para identificar la superficie conica realizaremos el siguiente analisis:

1. Interseccion con los ejes coordenados

Ej e “X”

Ej e “y”

Eje “Z”

y=0

z=20
xZ
Z_=0- P(0,0,0)
aZ

x=0
z=0

y2
> =0-P(00,0)

x=0
y=0

ZZ

—==0-P(0,00)
c

2. Interseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy”

Traza sobre el plano“xz”

Traza sobre el plano“yz”

z=0
x2 2
St
a? b2

— 0 - P(0,0,0)

y=0

x% Z?

———2=0—>parderect(

a? ¢

x=0
2 2
%_Z_z=0—>parderectas
c

3. Interseccién con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano*“xy”

Traza sobre el plano*“xz”

Traza sobre el plano“yz”

z=k
X2 y? k2

a?  b%z 2

2 .
k—2>0 — —c<k <c elipses
c

Hipérbolas eje real “z”

Hipérbolas eje real “z”
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KAnaliza y grafica \

x2 y2 ZZ
2t t3=0
Para identificar el cono lo hacemos siguiendo el
procedimiento descripto anteriormente
|_uego: ‘
1. Identificamos el eje del cono (la variable del )
término de diferente signo) — eje x
2. Hacemos los cortes perpendiculares al eje
del cono, x = +2,y los graficamos en el
espacio (estos cortes son elipses)

SRS

2 2
—>y—+Z—=2—>

2 3

=1

2 ZZ
y:. 2
4 6

3. Hacemos los cortes en los planos coordenados

Plano z =0 Planoy =0

SUPERFICIES CILINDRICAS

Es la superficie generada por una recta movil que se denomina generatriz que gira con respecto a una
curva fija denominada directriz. La generatriz no debe ser coplanar con la directriz.

Estudiaremos Unicamente las superficies cilindricas rectas que son aquellas en
donde la generatriz es perpendicular al plano que contiene a la directriz, y ésta a
su vez esta contenida en uno de los tres planos coordenados.

Si la directriz es:

e una circunferencia superficie cilindrica circular recta
e unaelipse superficie cilindrica eliptica recta
e una hipérbola superficie cilindrica hiperbolica recta
e una parabola superficie cilindrica parabolica recta
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Observacion: en R® una superficie cilindrica es una ecuacion de segundo grado en dos variables,
siendo la generatriz paralela al eje de la variable cuyo coeficiente es cero (esta ausente en la ecuacion,
pero dicha variable al estar multiplicada por cero asume infinitos valores).

e Propuestos 3: Analizay grafica
2

Y-
4

1. Interseccion con los ejes coordenados

x2+—=1

Eje “X” Eje “y” Eje “Z”

2. Interseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano “x y” Traza sobre el plano “x z” | Traza sobre el plano “y z”

3. Interseccién con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano “xy” | Traza sobre el plano “xz” | Traza sobre el plano “yz”

CUADRICAS SIN CENTRO DE SIMETRIA

PARABOLOIDE ELIPTICO

(términos cuadraticos positivos). El eje de simetria es el término lineal

2 2
X ye
@ pz T T

PROPUESTO 4 identifica la superficie haciendo:

1. Interseccion con los ejes coordenados

Eje “X” Eje “y” Eje “Z”
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2. Interseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano “x y” Traza sobre el planO “x z”

Traza sobre el plano “y z”

w

nterseccion con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano“xy” Traza sobre el planO“XZ”

Traza sobre el plano*“yz”

Identifica y grafica la siguiente superficie

x2

4 y

v Identificamos que el eje del paraboloide es “z”

v" Una vez realizados los analisis correspondientes
a las intersecciones con los ejes coordenados, y
trazas en los planos coordenados se concluye

que el vérticees V (...,...,....)
v Los cortes perpendiculares al eje del
paraboloide son................. , como a # b no

corresponde a un superficie de

v" Al cortar con un plano perpendicular al eje “z”, €]. z = 4 la conica que resulta es

v" Al hacer las trazas con los planos coordenados x = 0, y = 0, se obtienen
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KSea la superficie Ax? + By? + Cz =1 \

Determina el conjunto de valores que pueden tomar A, B, C para que la ecuacion, represente un

paraboloide cuya interseccion con el plano z = 0 sea una circunferencia de radio 4 y la interseccion|
con el plano z = -5 sea una circunferencia de radio 1.
Solucion: para que sea un paraboloide C+0

La traza con el plano z = 0 debe ser una circunferencia de radio 4 entonces:

. 1
Ax? + By? =1 - A = B y positivos - Ax?* + Ay?> =1 - x? + y? =2
por lo tanto, debe ser:
21 16 - A !
= —_ = —, e —
T T2 16
La interseccion con el plano z = —5 debe ser una circunferencia de radio 1
De modo que
x2 y2 x2 y2
—+—+4+C(-5)=1>—+=—==1+45C 2 2=16
TR (-5) RETRET: +5C->x*+y (1+450)

Como16(1+5C) =72 y r=1 —>16+806=1—>C=—§

Luego, como sus intersecciones con planos perpendiculares al eje de simetria son circunferencias,
se trata de un paraboloide de revolucion

x2+y2 15z
16 16 80

2 2 15
= y——1+—Z—>
16 16 80

El eje del paraboloide es el término de grado uno.
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1. Interseccion con los ejes coordenados

Eje “X” Eje ‘6y99 Eje “Z”
y=20 x=0 x=0
z=0 z=0 y=0
2 2 z=0-P(0,0,0
~_=0-P(0,00) Z—Z =0 - P(0,0,0) (0,0,0)
a

N

nterseccion con los planos coordenados

Traza sobre el plano*“xy”

Traza sobre el plano*“xz”

Traza sobre el plano*“yz”

z=0

x2 yZ

a? b2

— — === 0 - par derectas

y=0
{xz p
— = ¢z — parébola

a

x=0
yZ .
{— = —cz — parabola
b2

3. Interseccién con planos paralelos a los planos coordenados

Traza sobre el plano*“yz”

Traza sobre el plano“xy”

Traza sobre el plano*“xz”

x =tk

abiertas hacia abajo

pardbolas eje de simetria “z”

z=k

k>0 —hip. eje real “x”

k<0 —hip. eje real “y”

y ==k
x? k?
P
parabola eje simetria “z”,

abiertas hacia arriba
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TRABAJO PRACTICO CUADRICAS
1. Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan 5 unidades del
punto Q(2,1,4).

2. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al punto A(2,5, —1) es el doble
que su distancia al planon :y = 2

3. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al plano z: y = 2 es el doble
que su distancia al punto A (g, -1,0)

4. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan del punto A(1,1,1) y del plano
n.y=2
5. Realiza un estudio completo, identifica y grafica las siguientes superficies
a) x2-y%2 4+ 22 =4
2

b) S A € = Vi
4 4 4

C) 4x2+y+4z2+82z=0
d) 4L =7
4 9
6. Sea la superficie Ax? + By? + Cz? =1
Determina el conjunto de valores que pueden tomar A, B, C para que la ecuacidn, represente un
hiperboloide de una hoja, de eje “x”, cuyas intersecciones con los planos |x|= 4 sean circunferencias

de radio 2y con el plano x = 0, de radio 1

7. Sea la superficie Ax? + By? + Cz =1
Determina el conjunto de valores que pueden tomar A, B, C para que la ecuacidn, represente un

paraboloide cuya interseccion con los planos:
- x2 2
z = 0 sea una elipse —ty =1

y = 0 una parébola con LR =4y eje de simetria el eje z

8. Hallalos valores de A, By D para que la superficie Ax? + By? + z? = D sea una superficie cnica
de eje “y”, tal que verifique simultdneamente:
a) su interseccion con el plano “yz” sea un par de rectas perpendiculares

b) su seccion con el plano y = 2 sea una elipse, donde uno de sus vértices tenga abscisa 2/3

9. Considerando la ecuacién: —3x% + 6y% + 2z%+ 12x +48y +96 = 0
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Determina las coordenadas del centro en caso de ser una cuadrica con centro.

Escribe su ecuacién canonica

I

Traslada los ejes y escribirlos en funcion de los nuevos ejes trasladados

a o

Estudia: interseccidn con ejes y planos coordenados trasladados
Determina la curva resultante de intersecarla con el plano x = 10
f. Grafica

@

Observacion: para el punto c considerax” = x- h,y" = y-j,z" = z- k

10. Identifica cual de las ecuaciones corresponden a cada gréfico.

a. 15x% — 4y? + 15z% = —4
b. 4x%-y? + 4z = 0
C. 4x? — y? + 472 = 4
d 4x?— 4y + z2= 0
e. y%= 4x%? + 9z°
f. 12z = 4x? + 3y?
g x2+y2+2z2=9
xZ y2 ZZ
h T4l 4log
9 ' 16 ' 25
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ESPACIOS VECTORIALES

Introduccion: En la Unidad 1 trabajamos con vectores en R2%y R3. Definimos operaciones como la
suma de vectores y el producto de escalares por vectores y analizamos algunas propiedades de estas
operaciones.

En esta Unidad, daremos un paso mas en el concepto de vector ya que analizaremos una serie de
axiomas (propiedades) que si son cumplidos o verificados por todos los elementos de un conjunto V
permitira llamar vectores a sus elementos y espacio vectorial al conjunto V.

DEFINICION: Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos denominados vectores, sobre el
cual estan definidas dos operaciones: la suma y la multiplicacion de un escalar por un vector y que
satisfacen los diez axiomas enumerados a continuacion:

Axiomal:Siu € V yv e V—u+ v eVlLeyde cerradura bajo la suma

Axioma ll: Asociatividad: ©+ (W +w) = U+ 7)) +w

Axioma I11: Existe elemento neutro, tal que i + 0 = 0 + % = U

Axioma IV: paracada T € V existe un vector — U, tal que U + () = 0

AxiomaV: Conmutatividad: u+ v = v+ u

AxiomaVI:si U€ VA« € Rentonces au € V Ley de cerradura bajo la multiplicacion
Axioma VII: Distributividad respecto de la suma de escalares (a + B)u = au + Bu
Axioma VII1: Distributividad respecto de la suma de vectores (i + ¥)a = au + av
Axioma IX: Asociatividad respecto de los escalares: a(pu) = (aff) U

Axioma X: Identidad 1 =4 VYU eV

Es importante advertir que un espacio vectorial consta de cuatro elementos un conjunto de vectores,
un conjunto de escalares y dos operaciones. V es un conjunto no vacio, porque contiene al cero de
acuerdo al Axioma Ill. Como trabajaremos con escalares que estan en el campo de los nimeros reales
los llamaremos espacios vectoriales reales.

Ejemplos de espacios vectoriales

Para comprobar que determinado conjunto es un espacio vectorial es necesario definir o especificar,
explicitamente

1. Las dos operaciones, la sumay la multiplicacion por un escalar
El elemento neutro
El negativo de cada elemento
A continuacion, comprobar la existencia de los axiomas.
e Espacio R"
Para cualquier n > 1, R" es un espacio vectorial con las dos operaciones de suma y multiplicacion
por un escalar.

o
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Por ejemplo: si sumamos dos vectores de R? obtenemos otro vector en R?, si a un vector en R? lo
multiplicamos por un escalar obtendremos un vector escalado en R?, el elemento neutro es el vector
(0,0); luego es facil comprobar que se cumplen todos los axiomas.

e El conjunto Z de los numeros enteros
este conjunto con las operaciones habituales no es un espacio vectorial. Es suficiente determinar que
uno de los diez axiomas es falso y pensar un ejemplo especifico en el cual no sea verdadero (un
contraejemplo), por ejemplo, no se cumple el axioma VI si o=1/2 entonces % ‘3= % ¢ Z

e Suma o resta de matrices del mismo orden
El conjunto de todas las matrices de mxn es un espacio vectorial con las dos operaciones de suma 'y
multiplicacidn por un escalar. Este espacio vectorial se denota como Mmn

Por ejemplo: sea 2x3 el tamarfio de una matriz, sabemos que la suma de dos matrices de 2x3 es también
una matriz de 2x3 y que al multiplicar por un escalar una matriz de 2x3, nos da una matriz de 2x3,
por lo tanto, se cumplen las dos operaciones de cerradura. El vector nulo o elemento neutro 0 es la
matriz nula de 2x3, y la matriz negativa de una matriz A de 2x3 es precisamente la matriz —A de 2x3;
luego se cumplen todos los axiomas

e Suma o resta de polinomios con coeficientes reales
El conjunto %,,de todos los polinomios de grado menor o igual a n es un espacio vectorial.
Por ejemplo sea P, el conjunto de los polinomios de grado 2 o menor, con coeficientes reales. Sean
Py = Qo + ayx + axx® Yy qx) = by + byx + byx?
P + Ay = bax® = (ag + by) + (ay + b)x + (az + by)x?
Tiene un grado a lo sumo de 2 y por lo tanto, se encuentra en P,. Si a es un escalar entonces
a Py = aag + aayx + aayx?
También se encuentra en P,. Esto verifica los axiomas | y VI

El vector nulo es el polinomio nulo, es decir, el polinomio cuyos coeficientes son todos iguales a
cero. El opuesto de un polinomio p(y) = ay + a;x + a,x* es el polinomio —p(,y = —a, — a;x —

a,x?

PROPUESTA 1: Determina si son espacios vectoriales (se desarrolla en clase tedrica)

e Espacio vectorial trivial V = {0}

e Espacio cuyo unico elemento es el numero V = {1}

e El conjunto de los nimeros reales

e El conjunto de los nUmeros naturales

 El conjunto de puntos R? que se encuentran en una rectay = mx

 El conjunto de puntos R? que se encuentran en una recta que no pasa por el origen de coordenadas
y =mx + b

e El conjunto de puntos R® que se encuentran en un plano que pasa por el origen de coordenadas
ax+by+cz=0
El conjunto de puntos R que se encuentran en un plano que no pasa por el origen de coordenadas
ax+by+cz=d
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SUBESPACIOS DE ESPACIOS VECTORIALES

Todos los espacios vectoriales tienen ademas subconjuntos que son también espacios vectoriales,
denominados Subespacios Vectoriales

Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial se denomina subespacio de V si H es un espacio
vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar definidas en V, es decir si se
cumplen las dos leyes de cerradura

) Siu € Hyv € H-u+v € H Ley de cerradura bajo la suma

VI) Siu € Hya€R- (au) € H Ley de cerradura bajo la multiplicacién

/Sea H = {(x,y): y = mx} demuestra que es un es un subespacio de R? \
Demostracion

El subespacio vectorial H estad formado por puntos que estan sobre la recta que tienen pendiente m y
pasan por el origen, tomando dos vectores genéricos tendremos:

7= () ¥ 7= ()

) N X ’ x+x . , "
Axioma | u+ vz( )+(x,)=( + ,)5|x+x=x
mx mx m(x + x”)
u+ v= (T:fx) se obtiene una recta que pasa por el origen
. N X — X ax
Axioma VI u= ( ) entonces au = a( ) = ( )
mx mx max

Por lo tanto, queda demostrado que toda recta que pasa por el origen es un subespacio vectorial.

Demuestra que un plano que pasa por el origen es un subespacio vectorial

\ H ={(x,y,z):ax + by + cz = 0} /

/ Sea H = {(x,y):y = x + 3} comprueba que NO es un subespacio vectorial. \

Solucién: La manera mas facil de comprobar que H no es un subespacio vectorial es observar que
0 = (0,0) no se encuentraen H porque 0 = 0 + 3 — 0 # 3

Otra posibilidad es tomar dos vectores que pertenezcan a la recta, por ejemplo

= 1 - _1 7 - - 1 _1 _ 0 z

u= (4) yv = ( 5 )estaneaner0u+ V= (4)+( 5 ) = (6) no estaen H
porque al sustituir los valores en la recta nos queda 6 + 0 + 3

Comprueba que un plano que NO pasa por el origen no es un subespacio vectorial

ﬁ{(x,y,z):x+y—z=3} /
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(Sea H = {(x,y):x < 0} comprueba si es 0 no un subespacio )
vectorial y
Solu0|on.u—(1) a= —4- 4(1)—(_4)$H .

No se cumple el axioma VI de la cerradura bajo la multiplicacion -

¢Se cumple el axioma 1?
\ J
(Comprueba que el conjunto de puntos x2 + y? = 1 no es un subespacio de R? )

. s A
Solucion: sean u = (0) ANUV= (0) EH
Por el axioma |: i + ¥ = (1)+ (0)=(1)<£H it gpttyi=1
0 1 1 Gl

Porque 1+1#1 5 o S : :

También se podria demostrar por el axioma VI \’/

S (1 B 1\ _ (4

u—(o) a= 4—)4(0)—(0)$H
\_ J
(Comprueba que el conjunto de los polinomios de segundo grado no es un subespacio vectorial A

p(x) =x* yqx) =—x*+x+4

Aplicando el Axioma | p(x)+ qgx)=x+4

La suma de ambos polinomios no satisface el axioma 1, porque no se obtiene un polinomio de gradg

2

¢El conjunto de polinomios de grado menor o igual a dos, seria un subespacio vectorial?

. J

fComprueba que el conjunto de matrices singulares (sin inversa) no es un subespacio de Max. \
Demostracion
Elegimos dos matrices cualesquiera que no tengan inversa
o _[0 0
A= [0 0] B = [O 1
Por el axioma | de la ley de cerradura bajo la suma

M o 0 0] _1 0O . . . .
A+ B = [O 0] + [0 1= [0 1] la matriz resultante es no singular, es decir tiene inversa por
lo tanto no se comprueba el axioma |

El conjunto de matrices diagonales ¢seria un subespacio vectorial?
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INTERSECCION ENTRE SUBESPACIOS VECTORIALES
Sean A 'y B dos subespacios del espacio vectorial (V;+;R; )

La interseccion de los subespacios es el conjunto de los vectores del espacio vectorial (V;+;R; -) que
pertenecen, simultdneamente, a los subespacios vectoriales Ay B

Para encontrar la interseccion de dos subespacios se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales

)
I V

ANB ={veVIveAnrveB}
/ Determina la interseccion entre los siguientes subespacios \
e H={(xy,2)eR?/x+y—z= 0} YyH; = {(xy,2)eR® /z= 0}

Solucién: es la interseccion entre dos planos, resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

x+y—z=0 =Ty x=-A
{ y - —>{y=y — parametrizando y = 1 »{y =21
z=20 _
z=0 z=0
x=-A
HNnH, ={y=21 €R3/1€R esunarecta que pasa por el origen
z=0

L] HZZ{AEMZXZ/ a11+a12 + a21 + a22 = O} y H3:{A€M2X2/ _all+alz_321 + a22 = 0}
Solucién: para encontrar la solucion debemos encontrar la matriz que cumpla simultaneamente con
las condiciones de los dos subespacios
Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de Gauss - Jordan nos queda:

[11110 [11110 [10100
- -

-1 1 -1 1 0 0 2 0 2 0 01 010

{a11+a21:0

- Q) = —ay; A = —a
a, + ayp = 0 11 21 %12 22

\ Han3={[_ﬂl _"M]EMZ’CZ/AER/\MER} /
PROPUESTA 2:

a) A= {(x,y,2)eR3/z= 0} yB = {(x,y,2)eR3/x = 0}

b) H, = {(xy,2)eR3/x+y—z= 0}y H, = {(x,y,2)eR3/x—y=0Ay—z= 0}

C) H; = {p(X)eP3/az+a,+a;+ay = 0}y H,{ p(x)e P? /az+a,+a,; = Onaz+a,;+a, = 0}
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2.

TRABAJO PRACTICO ESPACIO Y SUBESPACIO VECTORIAL

1. Define que es un Espacio Vectorial

En los siguientes items, determina si el conjunto dado, junto con las operaciones de adicion y

multiplicacién por un escalar, es un espacio vectorial. Si no lo es, enumera todos los axiomas

donde no son validos

a.
b.

c
d.

@

El conjunto de todos los vectores de R? de la forma (x, X)
El conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales de la forma (x, 0)
El conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales de la forma (1, y)
El conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales de la forma (x,y)/y =0
El conjunto de vectores de R de la forma (y, v, y).
El conjunto de todas las matrices triangulares superiores de 2x2, con las operaciones
habituales de sumay multiplicacion
a b
El conjunto de todas las matrices de 2x2 de la forma L d} dondea.d=0

El conjunto de todas las matrices de la forma:

a 1 a b a b
A= c d : B= b 2a C=la+b 0

0

3. Define que es un Subespacio Vectorial.

4. ;Cuéles son los posibles subespacios de (R?; +; R; )y (R +; R; *)

5. ¢Por qué solamente las rectas que pasan por el origen son subespacios de (R?; +; R; -)?

6. ¢Por qué solamente las rectas o los planos que pasan por el origen son subespacios (R®; +; R; -)

7. Investiga si el conjunto de todas las matrices de 2x2 cuyo determinante es nulo, es un subespacio

vectorial

8. Investiga cuales de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales del espacio vectorial P3

a.
b.

C.

Todos los polinomios a;x3 + a,x? + a;x + a, para los cuales a, = 0
Todos los polinomios azx3 + a,x? + a,x + a, para los cuales a, = 8
Todos los polinomios asx3 + a,x? + a;x + a, que tienen como coeficientes a nimeros

naturales

9. Analiza cuales de los siguientes subconjuntos son subespacios de las M?¥2

a. H={A=[Ccl Z]Eszz:a+b=O/\c=d}
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b. H={A=[Z Z]EMZ"Z:IAI:O}
c. H={A=[Z Z]Eszz:a=3b=0/\c=d=0}

10. Analiza cudles de los siguientes conjuntos son subespacios del espacio vectorial dado
a. H=1{(x,y) €ER%y=2x}
b. H={(x,y) ER>:x=y=2z-2}
c. H={(x,y,z) ER%:2x+y =0}
d. H={(x,y) ER%:(x—2)>+ (y)? < 4}
e. H={(x,y,z)eR3:\/Ty+z=O}
f. H={(xy) €R*(x)*+(y)? <9}
9. H={(x,y) €ER*y <0}
h. H={(x,y,z) ER%2x+y+z—4=0}
i. H={(x,y,z) ER%x=2y Az=y}
j. Hesel conjunto de vectores de R? cuya segunda componente es el cuadrado de la primera

k. El conjunto de puntos de R? que se encuentran en el primer y tercer cuadrante
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COMBINACION LINEAL

DEFINICION un vector % de un espacio vectorial V se denomina combinacion lineal de los

vectores vy, Uy, Us, ... ..... U, Si U Se puede expresar de la forma
n
1}) = Z (241 ﬁi
i=1
donde a,,a,,as, ... .......a, Son escalares
Ejemplos:

e (2,6) es CL de {(1,0),(0,2)} porque (2,6) = 2(1,0) + 3(0,2)

e (2,6) no es CL de {(1,0),(2,0)} porque no existen escalares a;,a, € R:(2,6) = a;(1,0) +
a,(2,0) (comprueba)

e (2,2,2)esCLde(1,1,1)yaque(2,2,2)=2(1,1,1)

e (1,11)esClde v, =(2,1,3) y v, = (1,0,2) yaque (1,1,1) =1 ¥, + (—1) v, (comprueba)

@ermina si el vector (1,1,1) puede expresarse como combinacion lineal de los vectores \

Solucioén: a4(1,2,3) + @,(0,1,2) + a5(—1,0,1) = (1,1,1) —
Luego de aplicar el producto de escalares por vectores, la suma y la igualdad de vectores en R se
obtiene el siguiente sistema

2a1+ sz:]. 2(C¥3+1)+a2=1—> a2=—1—20(3

a, — a3 = 1 a, = aj + 1
3 al + 20(2+063 = 1 af3 = a3

Esta igualdad indica que existen infinitas CL
e Otra manera de resolver es por eliminacion de renglones

1 0 -1 |1 R, - R, — 2R, 1 0 -1 |1 R, [L 0 -1 |1
2 1 0 |1 P e _gp 001 2 |-1 R3—>7012—1—>
32 1 11 3 3 Plo 2 4 1-2 01 2 I-1
-1 0 _1 1 a1=1+a3
_ =1
Rs—>R3—Ry [0 1 2 |—1]—> R {az=—1— 20
0 0 0 10 z 3 as € R

A partir del tercer renglon se concluye que el sistema tiene infinitas soluciones. Por lo tanto, el vector
(1,1,1) se puede escribir como CL de los vectores dados y dicha combinacion no es unica

Si a; = 0 tendremos a; = 1y a, = —1. Por lo tanto, para este valor de a5 tenemos
1(1,2,3) - 1(0,1,2) + 0(-1,0,1) = (1,1,1)

-z

Otras elecciones para a; producen otras maneras de escribir el vector (1,1,1) como combinacion

Wal de los vectores (1,2,3); (0,1,2); (—1,0,1) /
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ﬂztermina si el vector (1, —2,3) puede expresarse como combinacion lineal de los vectores\
del ejemplo anterior

Solucién:
a;(1,2,3) + a,(0,1,2) + a5(—1,0,1) = (1,-2,3)

Luego de aplicar el producto de escalares por vectores, la suma entre vectores y la igualdad de
vectores en R® se obtiene el siguiente sistema

a, — 0(3=1 a1=a3+1
—){ 20(1+ 0(2=—2 —>{ 2(a3+1)+a2:_2_) a2=—4—20.’3
3a; + 2a,+a; =3 3a3+3—-8—-4a;+a3=3-> —8%0

Esta desigualdad indica que NO existe CL

e Otra manera de resolver es por eliminacion de renglones

1 0 -1 |1 R, > R,—2R, [L 0 —1 1 R, [1 0 -1 |1
2 1 0 |=2| PRt gpi (01 2 |4 Ri—— [0 1 —1| -
3 2 1 I3 3 3 1o 2 4 1o o1 2 lo
10 -1 |1
R3—>R3—R2L8 1 2 —1]—>
0_0_11)

A partir del tercer renglon se concluye que el sistema al ser incompatible, no tiene solucion. Asi que
el vector (1,-2,3) no puede expresarse como combinacién lineal de los vectores dados

En forma geométrica, podemos ver
que el vector u=2v—w , los
mismos son coplanares, entonces si
el  vector(1,—-2,3) no es
combinacion lineal significa que
no es coplanar con los demas
vectores.

\_ !

160




Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

N
Halla el valor de k para que la matriz M = [klz lﬂ sea combinacion lineal de la matrizA = B _01
_[0 1
y B = [_1 2]
Solucion:

0 1_[1 lﬂ

“1[; —01]+“2 1 20T g2

Resolvemos la operacion entre matrices
[2a, - Yoa) =l 1]
201 —ay, —aq+2a,] T g2 1
Aplicamos el concepto de igualdad de matrices para obtener el siguiente sistema de ecuaciones

a, = 1
R 0(2 = k
lineales
Zal - az = k2
—0(1 + 2“2 = 1

Sustituyendo el valor de a, en la cuarta ecuacion despejamos a, = 1, reemplazando en la segundal
ecuacion obtenemos el valorde k =1
\Validacion

\_ O A R e B )

Observacion: un vector se puede escribir como combinacion lineal de manera Unica, de infinitas
maneras o0 de ninguna.
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CONJUNTO GENERADOR
DEFINICION se dice que los vectores ¥, ¥y, U3, ... ..... By, generan el espacio vectorial V,
cuando todo vector de V puede expresarse como la combinacion lineal de dichos vectores # eV —

1_7) = al'l_])l + azﬁz aF a3ﬁ3, SRR ¢ 4% 1_7)71

ESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO DE VECTORES

DEFINICION ElI conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores v;, U,, ¥, ... ..... Uy,
se llama espacio generado por los vectores v, U, Us, ... ..... Uy Y S€ representa por gen{v,, v, ... i, }
Si V = Gen{v,, v, ...V} se dice que ¥;, Uy, Vs, ........ U, generan a V, y que {¥;, U, ... %,,} €s un

conjunto generador de V
Para obtener el espacio generado por un conjunto de vectores, se debe resolver el sistema de
ecuaciones que se obtiene de la combinacidn lineal de los vectores propuestos, donde las incdgnitas

son los escalares a,, a,, as, ... ... ..... a,. Analizando la solucién del sistema, obtenemos el espacio
vectorial generado.

V= gen{ﬁl, 132, 133, rer e ﬁn} = {1_7) 1_7) = a11_7)1 + azﬁz + a3ﬁ3, B 493 ﬁn}
Por ejemplo:

1. gen{(1,0)} = {(x,y) ER*/y =0}
. gen{(1,0); (0,1)} = R?
. gen{(1,0,0); (0,1,0)} = {(x,v,z) € R3/ z = 0}

tgenfly o7 ol ={[ glermm/b=d=0]

. gen{(1,t,t?)} = P2 genera todos los polinomios de grado menor o igual a 2, ya que todo
polinomio se obtiene combinando linealmente los polinomios p; = 1,p, = t,p; = t2.
Por ejemplo: 1 + 2t — t2 = 1p; + 2p, — 1p;

/ Defina el espacio generado por los vectores \

o B =(100) 7 =(010) ¥ =(011)

Solucion: @,(1,0,0) + @,(0,1,0) + a5(0,1,1) = (x,y,2) —
a, =X
(1,0,0) + (0,2,,0) + (0, a3, a3) = (x,¥,2) > { a + az3=y
a3 =2z
1 0 0 |x 1 0 0 x
[0 1 1 (y|[R3—=>R;s—R,|0 1 0 |[z—y| SCD, esto indica que se genera todo el
0 0 1 'z 0 0 1 z
espacio

1 0 0 X
(: gen {(0) ; <1> ; (1)} = {(y) € R3} se lee el conjunto generado por los vectores /
0 0 1 z

genera todo R3
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Teorema: Si uno de los vectores vy, vy, Vs, ... ..... Uy €S combinacion
lineal de los restantes, el generador permanece igual si se elimina ese IMPORTANTE
vector

/ Calcula el gen{v,} \

® 1_])1 = (2)4)

20 =x x
sa==->y=2x

Solucion: a(2,4) = (x,y) = (2a,4a) = (x,y) - {40: =y 2

H=gen{(24)}={(x,y) eR:y = 2x}

e Calculael gen{v,, v,}
1_7)1 = (2'4) 1_7)2 = (418)
Solucion: a,(2,4) + a,(4,8) = (x,y) » 2ay, 4 a;) + (4a,,8a,) = (x,y) -

. .. 2 41X R,
resolviendo en forma matricial ( 4 8| y) R, = 7(

2 4

{2a1+4a2=x
2 4

4o, +8a, =y

X
:)
2

2 4|, %
0 olz—x
H = gen{(2,4); (48)} = {(x,y)eR*:y = 2x}
Nota que v, es el escalado de v, de acuerdo al teorema si se elimina el vector 7, el espacio generado
es el mismo

R, > R, — R, ( ) — SCI tiene solucién siy s6lo si y = 2x

e Calculael gen{v,,v,}siendo ¥; = (1,0) ; v, = (0,2)

Solucion: a;(1,0) + a,(0,2) = (x,y) = (@1,0) + (0,2a;) = (x,y) =
a =x
(@,20) = (5Y) > {24, = y

x a =x

en forma matricial ((1) (2) y) - SCD {2;2 =y (¢, ya, € R?) >

V = gen{(1,0),(0,2)} = {(x,y)eR?}
¢ Qué pasaria si se agregara un vector mas?

e h1=(10) 7,=(02) v3=024
Solucion: a;(1,0) + a2(0,2) + a3(2,4) = (x,y) = (a1,0) + (0,2a3) + (2a3,0) = (x,y) =

0 2%

a; +2a3 =x . 1 (1 0 2|x>
{ en forma matricial (O ) 4|y) R,_R,/2 0 1 2%

20, +4a3; =y

{a1+2a3=x
a, +2a3; =y/2

V = gen {(1,0); (0,2); (24)} = {(x, y)eR?}

- 5/

(a;,ay, a3 € R? > se genera todo R?)
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Propiedad
Si {1, Uy, V3, ...y} © V — el conjunto de todas las combinaciones lineales de {7,
Uy, U3, wue .o Uy JES UN SUDESpACio de V.

CARACTERIZACION

En R?
e A={0)} > H = {% = a0} = {0}
o A= {Ti * 6} — H = {X = au} geométricamente es una recta que contiene al origen, cuyo
vector director es u

e A={(u,v} - H = {X = a,u + a,V} geométricamente es una recta que contiene al origen, si
i //v, o caso contrario todo R?

EnR3
. A:{ﬁ}—>H={f=a6}={5}
o A={fu= 6} — H = {X = au} geométricamente es una recta que contiene al origen, cuyo

vector director es u
e A={, v} > H={X= a,i + a,V} geométricamente es

— Una recta que contiene al origen, si i //v

— Un plano que contiene al origen y es paralelo a ambos vectores

e A={(u,v,w} - H ={X = a,u + a,¥ + azw} geométricamente es
e una recta que contiene al origen, siu //v//w

e un plano que contiene al origensi i - (v x W) = 0

e R3siti-(Dxw)=#0

CONJUNTO GENERADOR LINEALMENTE INDEPENDIENTE

Un conjunto de vectores se dice que es linealmente independiente, cuando ninguno de los vectores
gue forman el conjunto puede expresarse como combinacion lineal de los otros. Eso indica que se
cumple:

AUy + ayUy + Az + .+ U, =0 Unicamente para a1, az, as, ...an=0
Como consecuencia de esto, se puede demostrar que todo conjunto de vectores linealmente
independiente en R" contiene a lo mas “n” vectores.

Por el contrario, si uno de los vectores puede expresarse como combinacion lineal de los otros,
entonces conforman un conjunto de vectores linealmente dependiente
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CARACTERIZACION
En R?
o A={0} > LD
o A={i#0} LI
e A={(U,v}->Siu=W->LD
- Sitl # A\ — LI
o A={(u,v,w}-Si u ////WesLD

-Siu #v#+wesLD

o A={0} > LD
. A={ﬁ¢6} - LI
e A={(u,v}->Siu=Aw—>LD
- Siu+ - LI
o A={@, 3w}, siu //B//WesLD
- U (¥ xw) = 0son coplanares A es LD

—siu - (v xw) # 0noson coplanares es LI

Teorema: Dado A= {7, U5, V3 .... 1.} <V tal que A es LD < 3 un vector v de A que es combinacion
lineal de los restantes

Propiedades

A = {¥;,V,, VU3 ...} cR™ esLD < r>n (r nimero de vectores)

IMPORTANTE

A= {1_7)1, 1_}2, 1_}3 6, 1_7)1'} < Ves LD

A= {1_7)1, 1_}2, 1_}3 ...k1_7)3, f?}} clV es LD

RELACION CON UN SITEMA HOMOGENEO DE ECUACIONES

Si consideramos en R? un sistema de dos vectores independientes, para que se cumpla
. L = : aip az 0 Q1011 + a1 0
2%, +av=0,esdeCIra( )+a( )=()—>( )=()
17 272 1\ay, 1\ay; 0 Q1031 + A0, 0
Por lo que tenemos el sistema
{a’lall + ar,Aq1p = 0

en que sabemos que si tomamos como incognitas
a1021 + ArApp = O

. ai1 Agp . L
a, y ay Y el determinante |a a | # 0 la Unica solucion es a; = 0y a, = 0y los dos vectores
21 22

seran linealmente independientes.
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Observacion: por lo tanto una ecuacion vectorial de este tipo
a,V; + a,U, + aszvs + ..+ a,VU,=0nos lleva a resolver un sistema homogéneo
e Si dicho sistema es compatible determinado (solucion trivial) entonces sera LI
e Si es compatible indeterminado (solucidn no trivial) entonces el conjunto de vectores es LD

Prueba si los vectores son LI o LD

e u=(-200) ; v=(-3-10) ; w=(3,-9,-6)
- 9“3 = 0

Solucién:
_Zal - 3“2 + 3“3 O
—6as3 0
_6a3 = 0

-2 -3 3 0
aq 0 + a, -1+ asj —91=10
0 0 —6 0
despejando a; = 0, haciendo sustitucion hacia atrds @, = 0y @; = 0. Los vectores son LI

\)

{—20{1 —3a;+3a3 =0

Otra posibilidad es analizar si los vectores son 0 no coplanares

-2 -3 3
0 -1 —-9(=-12+#0 - losvectoresno son coplanares
0 0 -6

a, = a, = az = 0 los vectores son linealmente independientes

=(=264) ; B=(-3,-12) ; w=(3-9-6)

Solucion: u = (— 264) 17= - —12) ; w=(3,-9,-6)
—2
4

Calculando el determinante de la matriz de coeficientes

-2 -3 3
6 —1 —-9(=0 - losvectores son coplanares — linealmente dependientes
4 2 -6

Aplicando el Teorema si un vector es CL de los otros — LD haciendo la CL

o(5)(2)-()

R

—2 -3 3 R =5 1 ; _; L3

-1 — - 1= 75

¢ N TR R =R o 8|0 [T
R; > Rs—4R, lo 14l o 2

D G-
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(o=l 1= A

1 5

L1 -1 0 —3]1_10 0 :
Solucién: al[ ]+ a, [1 5 ] = [0 O] realizando la distributiva y sumando

—1a1 —3a]_10 0 —a; —3 az]_ 0 07 .
40£1 ] [az Saz]_[o 0 4a1+ @, a +5a,] Lo 0] igualando

las componentes

a1=0
-1 —3 a,=0-a, = .
las matri n Ll
4oy + a, =0 as matrices so

\ a,+5 a, =0 /

COMO DETERMINAR SI UN CONJUNTO GENERADOR ES LINEALMENTE
DEPENDIENTE O INDEPENDIENTE

Debemos resolver el sistema homogéneo que se obtiene de la combinacion lineal de los vectores para
obtener el vector “cero”. Como la condicion para que sea LI es que a; = @, = a3= 0 dicho sistema
debe tener Unica solucion, es decir la trivial.

Verifica si son o no linealmente independientes los vectores \
e u=(1,00) ; v=(020) ; w=(003)
Solucion:

1 0 0 0 a 0 a, =0
a0 +ay(2|+as{0]|=|0]—>2a2)=(0]-{2a;, =0 - los vectores son LI
0 0 3 0 3a3 0 B3a; =0

o U=(=264) ; ¥=(-3-12)

Solucion: u = (-2,6,4) ; v =(-3,-1,2)

—2 —3 0 —2a1 - 3“2 0 —2a1 - 3“2 = 0
4 2 0 4'a1 + 2“2 0 4“1 + 2“2 =0

R _

-2 3]0 Rl_,—; 1 _; 0 1 _;0

— - R R, — 4R
2 218_>R2—>R2—6R1() _48_> 37 N3 21o _48
del 2do.renglén a, = 0; — haciendo sustitucion hacia atras
a; =0 — losvectores son LI

PROPUESTA
a)u=(-2,-4) ; v=(36)
b)u_[ ] _[1 5]’W_[7 _5

-

c) U = 2x? +4x+8 U= —=2x>4+x+1; w=x*+4x

167



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

RELACION ENTRE INDEPENDENCIA LINEAL Y CONJUNTO GENERADOR

Tres vectores en R® generan R3 si su determinante es distinto de cero.

Nota: *Si el det A = 0, siendo las columnas de A los vectores del conjunto generador, entonces estos

son LI ¢Por que?
*Si det A # 0, los vectores no son coplanares, tres vectores de R® generan R®

*Si det A = 0, dos vectores de R? generan R?

Puede generalizarse: Todo conjunto de “n” vectores LI de R” generan R'|

/Prueba si el conjunto es LIy si genera el espacio 0 un sub espacio de este
e Depolinomios P2: 1 —x; 1+ x; 1+ x?

e igualar las componentes homélogas, el conjunto de polinomio quedaria asi

1 1 1 0 ata; t+as 0
0 0 1 0 a3 0

a,+a,=0->a, =0
a,=a,->a;, =0 a; =a, =a; =0los polinomios son LI

az = 0
1 1 1
—1 1 0/=2%#*0 - LI haciendo la comprobacion con el determinante
0 0 1

Para saber qué espacio 0 subespacio generan se hace la combinacion lineal con (ao, a1, a2)

1 1 1 Qo a,ta; +as Qg
a|-1]|+a({1]+az|0]=|q]—> —aq ta; =|d1
O O 1 a’Z a3 a2

11 1 ao
1 1 1 |% 1 1 1 |% R, P
—1 1 0 |@|Ry >Ry +Ry [0 2 1 |@i+aglR>50 1 - 12 0
0 0 1 la 00 1 la 0 0 I ‘.,

aAg — a

Ry — Ry — Ry (IN1 0 | "0 "2

. _a

R, >R, — iR z 2

2 7 Rz =7 A3 0 0 ay

Qe generan todos los polinomios de P2

Luego de plantear la combinacion lineal con el vector nulo, aplicar la propiedad distributiva

~
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TRABAJO PRACTICO COMBINACION LINEAL, ESPACIO GENERADO,
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Define que es Combinacion Lineal.

1. ¢Esel vector (—1,5) combinacion lineal de los vectores (1,1) y (—2,2)

2. En caso de ser posible expresa el vector (1, —2,2) como combinacion lineal de los vectores (1,2,3);
0,1,2) y (—-1,0,1)

3. Determina si la matriz [:i (2) g] puede expresarse como combinacion lineal de las matrices
-1 0 4 70 1 =2
A_[1 1 5] B_[—z 3 -6

4. Determina si el polinomio P(x) = 2x2 + 3x + 3 se puede escribir como CL de los polinomios
x+1; x>+ 1,7}

5. Determina si el polinomio P(x) = 5x?+ x + 1 se puede escribir como CL de los polinomios
{2x2 +5;3x+2,5x*> +x + 1}

é (1)]’B=H 8]5:[2 (1)] Determina todas las

combinaciones lineales de A, B y C que den como resultado la matriz nula de May

6. Considera las matrices A=[

7. Dado el conjunto de vectores del EVR indicado, comprueba si los vectores 1 y ¥ se pueden
expresar como combinacion lineal de dicho conjunto.

70{(51).())derty = ()ru=(57)
12{(L). () () eerto=()ru=()

G 1 e~
ol o))

8. Unaempresa de articulos deportivos tiene dos fabricas, y en cada una se ensamblan bicicletas de

montafia fabricadas en aluminio y titanio. La primera planta produce 150 bicicletas de aluminio
y 15 de titanio por dia, la segunda, 220 y 20, respectivamente. Si 1 = (150) ;U= (220),

15 20
calcula e interpreta el significado de las siguientes combinaciones:
a)U+7v b) v-u c)10u d) ali + U e)10u
9. ¢Cuantos dias debe trabajar cada fabrica para que la empresa entregue 2600 bicicletas de
aluminio y 250 de titanio?
a 1 1 0
10. Demuestra que cualquier vector de R® <b> es una combinacion lineal de (1) ; ( 0 ); (—1)
c 1 -1 1
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k 0 1
11. Calculael o los valores de k tales que ( 2 ) sea una combinacion lineal de <2> y (0)
—2k 1 k

12. ¢Para qué valores de k el vector (1,2,3) es una combinacion lineal de los vectores (1,1,0);
(0,01) (1,2,k)?
13. Halla los valores de k para los cuales el vector 1 es combinacion lineal del conjunto A
a) u=(kk?) A={1-1);(-11)}

o u=[x 1] a={G 2.5 2)

14. Define que se entiende por Espacio Generado y Conjunto Generador

15. Define los espacios vectoriales generados por la combinacion lineal de los vectores.
Nota: en todos los casos debes primero hacer la combinacion lineal
a) v; =(1,0,0) v, = (0,1,0)
b) ¥, = (1,0,0) ¥, = (0,1,0) U5 = (1,1,0)
¢) Los polinomios x°, x*, x?, 4x?

d) Las matrices [é 8]y[8 (1)]

3

16. (Esta el vector (2,3) en Gen{(l) ; (5

2
17. Demuestra que Gen{7, ]} = R?

)} Demuestra que el conjunto dado genera todo R»

18. ¢Esta el vector (2,0) en Gen{(;)}? Demuestra que el conjunto dado no genera todo R>
19. Determina Gen{; k} en R®(se lee: determina el espacio generado por los versores I; k)

20. Determina si el conjunto dado genera el espacio vectorial indicado y en caso negativo indicar si
genera algin sub espacio de V

2 ene ((2).0) 9 e f(z).(2),(2
o ez )2)

b) EnR?, {(
f) EnPs {x3 —2x + 3,x% + 4x}

Z)) E: ;22{2(1)’ (i) ! (;)} g) En Maxs, _11 8 8] ) g 91_ 8 ]}
1 013 01 370 1 b 5 _3 JAlz 3
{ ]: ] ] [1 _1]} h) EnP2{1 —x,3 —x*,x}

—4 51"l—4 21"l-2 5V
. 1 0 0 (0 1 O
) EnMeaf(y o o)(o o o)
21. Muestra que dos polinomios no pueden generar a P

22. Sean U = (_31) U= (_02) W= (g) Z= (_93)

a. ¢Esta w en el espacio generado Gen{u, v}? e. (Esta v en el Gen{u; w}
b. ¢Estd u en el Gen{v; w}
c. ¢EstaZen el Gen{u}
d. ¢Esta Z enel Gen{v; w}
23. a. ¢es cierto que el Gen{u, v} =R??
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¢Es verdad que el Gen{u, w} = R??

¢Es verdad que el Gen{w, z} = Gen{v, w}?
Compare el Gen{u} con el Gen{z}

¢Cual es el Gen{u, v, w}?

¢Cual es el Gen{u, w, z}?

¢Cual es el Gen{u, v, w}?
¢Cudl es el Gen{u, v,w, z, }?

-1 2 1 -1 -2
24.  Sean 5c’=<3> ;?=<_3> ;§=<0>;E=<0>;ﬁ’=<0>
1 0 0 4 8

— > >

¢ testaenel Gen{x, 7 §}?

¢ testaenel Gen{x,7}?

¢ testaenel Gen{# 5}?
Demuestra que el Gen{x, 7, §}= R®
Demuestra que el Gen{x; 7, t}= R®
Determina el Gen{x;, 7'}
Determina el Gen{w, ¢}

Q@ +h® oo o

@ "o o0 T

25. Supongase lo siguiente: que si ¥ = (x1,y1,z1) Y U = (X2, V2, z2) estan en R3. Muestre que si
U = av1 entonces gen{ ¥1, U2}es una recta que pasa por el origen.

26. Proponga un conjunto de vectores que genere los EVR indicados y luego verifique lo propuesto
a. Todos polinomios de tercer grado.
b. El conjunto de matrices diagonales de 2x2.
c. El conjunto de vectores en R?.
d. El conjunto de vectores en R3,

27. Verificar si son o no linealmente independientes los vectores:

a. u=(0,0)

b. u=(2)5) ; v=1(00)

c. u=(,3); v=(26)

d u=(25) ; v=(-31)

e. u=(25) ; v=(-31) ;w=(10)

f. u=(13) ; v=(26)w=(10

9. = (0,0,0)

h @=(104) ; #=(3-12)

i T=(-264) ; 7=(-132)

iod=(123) ; $=(1,0-2) ; w=(=102)
k. @=(100) ; #=(010) ; w=(001)

I @=(1,00) ; $=(0,10) ; w=(0,0,1); w=(3,0,—1);

28. En el item j el conjunto de vectores es LD, pero (1,2,3) no puede expresarse como una
combinacion lineal de (1,0, —2) y (—1,0,2). ¢Esto no contradice el teorema?
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29. Prueba si el conjunto es LIy si genera el espacio o un sub espacio de este

30

31.

32.

33.

34.

35.

36.

D

De polinomios P2: (1-x; 1 + x; 1 + x2)
U=2x>+4x+8 ;0=-2x2+x+1
. 1 —-17.[-1 0 .11 1] .[0 1
De matrices szz[o ][ ] 11 2] ,[1 0
-1

6 3 1
N R R

1_41110 151 071_5
[o 6]; 3 1] ;[—1 2 ‘[1 o]

. Sea A = {u, ¥ } un conjunto linealmente independiente. Demuestra que el conjunto

o

b.

134

{u + ¥,u — v} es linealmente independiente.

Determina los valores de keR para los cuales los siguientes conjuntos de vectores son

linealmente independientes:
{(1,k); (2,3)}
{1+k1-k);(A—-k1+k)}
{(1,2,2);(2,1,1); (3,3, k)}
{(1,1,1); (k, k,0); (1,0, k)}

Determina k para que el siguiente conjunto {x*>+ x + 1,kx?+ k x,x? + k } sea linealmente

independiente.

Encuentre condiciones sobre a, b, cy d en R de modo que: A = {(a, b), (c,d)}sea LD.

- > —

Sea A = {u, v, w } tres vectores cualesquiera de un espacio vectorial. Determina si el conjunto

de vectores {v — u, W — v, d — w} es linealmente independiente o linealmente dependiente.

Encuentre condiciones sobre o, g para que A = {(1,5,0), (0,1, o), (2,1,1)} sea LI

De acuerdo a lo realizado en el ejercicio 22, analiza en cada caso la validez de las siguientes

afirmaciones. En caso de ser falsas da un contraejemplo.

Si 1 es vector no nulo de R?, entonces {u } es L. D.

Si 1, ¥ son vectores no nulos de R?, entonces {ti , ¥ } es L. D.

Si 1 = kv son vectores no nulos de R?, entonces {ti , ¥ } es L. D.
Siu,vyw son vectores no nulos de R?, entonces {t , ¥ , w} es L. D.
Siu,vyw son vectores no nulos de R®, entonces {1 , ¥, X ¥ }es L. I.
Si 1, ¥ son vectores no nulos de R®y % . % = 0, entonces {u , 7} es L. D.

o o0 o
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37. a. ces cierto que el Gen{u, ¥} = R%?
a. ¢Esverdad que el Gen{u, w} = R*?
b. ¢Es verdad que el Gen{w, z} = Gen{v, w}?
c. Compare el Gen{ii} con el Gen{Zz}
d. ¢Cual es el Gen{u, v, w}?
e. ¢(Cual es el Gen{u, v, w}?
f. ;Cuél esel Gen{w, b, w.z,}?

38. Supdngase lo siguiente: que si ¥ = (x1,v1,z1) yU = (x2, V2, 2z2) estan en R®. Muestre que si
Uo=at1 entonces gen{v1, ¥-}es una recta que pasa por el origen.

39. Proponga un conjunto de vectores que genere los EVR indicados y luego verifique lo
propuesto.
g. Todos polinomios de tercer grado.
h. El conjunto de matrices diagonales de 2x2.
i. El conjunto de vectores en R?.
j. El conjunto de vectores en R®.
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BASE Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

DEFINICION DE BASE

Un conjunto de vectores {¥1, U2, v3, ..., Un} forma una base del espacio vectorial V si :
o {¥1, U2, Vs, ..., Un} son linealmente independientes
o {¥1, V2, Vs, ..., Un} generaa Vv

Observacion: todo conjunto de n vectores linealmente independientes en R" forma una base en R".
L) (1) fo)  [o)
0 1 0 0
0 0 0

En R" se define: e; = k ),ez = k ),e3 = kl),...el = k ) a esta base se le llama la base
0 0 0 1

“estandar” o base candnica, es la base mas simple de utilizar y en la que normalmente estan
expresados los vectores.

Teorema: si un espacio vectorial V tiene una base con n vectores, entonces toda otra base de V tendra
n vectores. Este teorema es de suma importancia ya que nos dice que cualquier base de un espacio
vectorial siempre tiene el mismo nimero de vectores.

e Los versores (1, 0), (0, 1) generan a R? y son linealmente independientes. Luego forman la base
estandar para R?

e Los vectores (1, 1), (-2, 1) generan a R? y son linealmente independientes. Luego forman la base
estandar para R?

e El conjunto de vectores {(1,1), (—2, 1), (4,7)}no es base son linealmente dependientes.

e Los versores (1,0, 0), (0, 1,0) y (0, 0, 1) generan a R® y son linealmente independientes luego
forman una base de R®.

e Los polinomios 1, x, X3, x3son linealmente independientes en Ps. Estos polinomios también
generan espacio vectorial Ps. Por lo tanto, {1, X, X%, x} es una base para Ps. En general, {1, X, X?,
x3, ..., x"} constituye una base para Pn. A esta base se le conoce como la base estandar de Pn

e El conjunto de matrices{((l) g)(g (1))((1) 8)(8 (1))};generanaszz.

st (3 sl Dol Hral -6

vemos que ¢; = ¢, = ¢3 = ¢, = 0. Por tanto, estas matrices son linealmente
independientes. Asi que este conjunto de matrices forma la base estandar para M2x2
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@rmina si el conjunto de vectores de R® constituye una base del espacio vectorial dado \

e u=1{(-2,00);(-3,-1,0);(3,—-9,-6)}
Soluciéon: plantenado la combinacion lineal con el vector nulo, para determinar sin los
vectores son LI

-2 -3 3 0 —2a; — 3a; + 3a;3 0
0 0 -6 0 —603 0

—20(1 - 3(12 + 3“3 = O
{ _az - 9“3 = 0
_6a3 = 0

despejando a; = 0, haciendo sustitucion hacia atras @, = 0y a; = 0. Los vectores son LI,y
como el nimero de vectores es igual a la dimensidn del espacio, se puede asegurar que generan
todo R?, luego constituyen una base de R®

BASE PARA UN SUBESPACIO DE R?

Teorema: Sea H un subconjunto de vectores del espacio vectorial V de dimension n:

i.  Si H contiene menos n vectores, entonces no genera a V, sind a un subespacio de V
ii.  Si H contiene mas de n vectores, es L.D. y generaa V
iii.  Si H contiene exactamente n vectores y es linealmente independiente o genera a V, entonces

es una base para V.

e Determina si los vectores (1, 0, 0) y (0, 1, 0) forman una base en R® o de un subespacio de pero
si de un subespacio de R®ya que existen vectores en R3que no se pueden expresar como
combinacidn lineal de estos dos vectores

Para ver que generan estos dos vectores hacemos la combinacién lineal con el vector genérico
c1(1,0,0) + ¢, (0,1,0) = (x,y,2)

1 0 x
0 1 condicion z =0 (Plano “xy”)
0 0

El conjunto solucidn serd S = {x,y, 0}| genera un plano, de acuerdo al teorema si el espacio

vectorial tiene dos vectores entonces la base siempre debe contener el mismo nimero de vectores

)= le)- [l o) y
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DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL Un espacio vectorial es de dimension n si
existe una base que consta de exactamente n vectores

Notacion: Representamos la dimension de V por dimV = n.

Teorema: si un espacio vectorial V tiene una base con n vectores, entonces toda otra base de V
tendra n vectores. La dimension de un espacio vectorial V es el nUmero de vectores en la base de V.

Como los n vectores linealmente independientes en R" generan a R"y forman una base en R",
entonces

dimR"=n

dim R2 = 2 pues {(1, 0), (0, 1)} forman base en R?

dim R®=3 pues {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} forman base en R®

dim {0} =0, ya que {0} no tiene base, 0 no es i, V es de dimension cero

El conjunto de polinomios {1, x, X2, X3, ..., x"} constituye una base para Pn. Por tanto,
dmPn =n + 1

dimMoaye = 2-2 =4, pues el siguiente conjunto de matrices constituyen la base de

5={( 06 oG oG D}

Sea H un subespacio de un espacio vectorial de dimensién finita V. Entonces H tiene dimensién finita
y

DN NI NI N

AN

dimH < dimV

Los subespacios en R® pueden ser cuatro el H ={0},dimH = 1,dimH = 2,dimH = 3. Si
dim H = 3 entonces H tiene tres vectores L1 y generan todo R3, por lo tanto, la Gnica manera de
obtener un subespacio propio de R® es teniendo dim H = 1,dim H = 2. Si dim H = 1, entonces H
tiene una base que consiste en un solo vector que genera a ese subespacio, que sera la ecuacion de
una recta que pasa por el origen. Si la dim H =2 entonces la base tendra dos vectores que generen
ese subespacio el cual sera un plano

@iza si el vector (1, 2, 0) forma una base R® o en un subespacio de R®. Halla una base \
y la dimensién

Solucién: NO forma una base en R3, ya que el nimero de vectores es inferior a la dimension de

espacio.
Haciendo la combinacién lineal con el vector genérico
1|x 1 x
c1(1,2,0) = (x,y,2) = <2 y) - (0 2x — y)
0lz 0 z

el conjunto solucién sera |S = {x, 2x,0} | como tiene una sola variable libre, la base candnica sera

1
B = {(2)} ; para encontrar otras bases, le damos a “x” cualquier valor 0 a ¢, la dim H = 1, porqu
0

la base tiene un solo vector

176



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

Qermina una base y la dimension del subespacio de R®*H= {(x,y,2)eR3:z = x + y} \

Solucion: Es un plano que tiene dos variables libre x e y
X x X 1 0
£)-(2,)-6)-() )
z x+y z 1 1

1 0
|Por lo tanto, el conjunto {(0) , (1)} genera a H, como ademas se trata de un conjunto de vectores
1 1

1 0

linealmente independientes entonces B = {(O) , (1)} es una base de H, la dim H = 2 porque |2
1 1

base tiene dos vectores

1 1 0 2
¢Pueden B; = {(1) , (2)}; B, = {(0) , (1)} ser también bases del subespacio H?
\ 2/ \3 1/ \3 /

A

Determina una base para el subespacio de todas las matrices simétricas de Mo A = [Z

Solucién:
a=[y Jd=aly ol+o[) ol+<lo 3

: 1 0110 1710 O . s
Por lo tanto el conjunto {[0 O]’[l O]’[O 1 } genera las matrices simetricas, como

ademas son linealmente independientes constituyen una base B = {[é 8] , [(1) (1) [8 (1) }

\para el subespacio Maxz /

. . —y+2z=0
/ Encontrar una base para el espacio de solucion S del SELH {Zxx _3; _ SZz —0 \

Solucién:
{x—y+22=0 [1 -1 2 0_)[1 -1 2 O_)[l 0 3 O]_>
2x—y—5z=0 2 -1 5 0 0 1 1 0 01 1 0

y=—zZAx =-3z

Todas las soluciones serédn de la forma S = {—3z, —z, z}. Asi que una base para S serd

el )
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TRABAJO PRACTICO BASE y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

1. Verifica si forman una base del espacio vectorial . En caso de que no, analiza que subespacio
generan

. ¢Cuél(es) de los siguientes conjuntos de vectores forman una base en R? 0 en un subespacio de
R2?

: {(1; 3)’ (11 '1)}

b. {(0, 0)}

- {1, 2)}

d. {(1, 2), (2, -3), (0,0)}

: {(1’ 3)1 ('216)}

f. {(1,3), (0,00}

1. ¢Cual(es) de los siguientes conjuntos de vectores forman una base en R® o en un subespacio de
R3%?
. {(1,2,0),(0,1,-1)}
b. {(1, 0, 0), (0, 2,0), (0, 0, 3}
. {(1,0,0),(0,2,0),(0,0,3),(000)}
d. {(1,0,0),(0,2,0),(0,3,0)}
{1, 1,1),(2,2,2),(3,3,3)}
I1. ¢Cudl(es) de los siguientes conjuntos de polinomios forman una base en P>
a{-X?+x+2,2x2+ 2x + 3, 4x%}
b{3x?+2x+1, X2 +x+1, x>+ 1}
c. {1+2x, 2 - x, X}
d {2x + 1, x*}
IV. ¢Cual(es) de los siguientes conjuntos de matrices forman una base en Mayx2 0 en un subespacio
de Max2?

s o=( R TR L))

b.v=me B={[; L[ T LN i)

2. Determina los valores de k para los cuales B es una base de Moy
_ff1 01.10 17.10 k71.10 3

B'{[o 1 ’[1 o]'[1 —1]’[—k 1]}

3. Halla el subespacio H de M2x2 generado por el conjunto
_f[1 1101 o01. -1 1

A=l dblo ol Sl
a. Encuentra una base y la dimension de H

b. En cadauno de los siguientes casos, analice si existe k € R para que la matriz dada pertenezca
aH.

o))

(@]

[¢]

o))

(@]

[¢]

U T B P
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4. Dados los Espacios Vectoriales indicados, encuentra la dimension y una base no estandar para
cada uno:

RS
Dax (matrices diagonales)

I

H1: {(ao + ax + azxz) € PZ: PO = O}
Ho={(x,y,2) € R®:3x — 2y + z = 0}
Ha={(x,y,2) ER*:x = t,y = —t,z =0}

o o

@

f. Soxo (Matrices simétricas)

o 5={( CFD)em)

h, 5={(Z ;)EM2x2:d+b=0yc+d=0;}

I. El plano “xy”
5. Dados los vectores de R*
u=(1,0,0,1) v =(0,1,2,1) w=(6-1-2, k? + 1) 7= (—-1,1,k,0)

a. Determine los valores de k para los cuales los vectores dados generan un subespacio de
dimension 2. Para alguno de los valores de k hallados encuentre una base del subespacio
generado.

6. Halla las ecuaciones paramétricas del subespacio

a. Determina una base del subespacio

b. Indica la dimension

c. Expresa el vector (—2,5,—2,4);(1,3,—2) y (5,4,1) en dichas bases para los respectivos
subespacios

+2y=0

(3x—y+w=0 .. (x—=2y—z=0_ . X - .

l'{x—2y+3w -0 & l'{Zx—y+32: ot L L —x — 2y + z = 0Determina la
3x+7z=0

ecuacion del subespacio Vectorial de R® que tiene por base {(1,1,-2),(—1,2,—1)}

7. Respecto a una base R, los subespacios A y B estan dados por

X, =a

X, =a—2b

A:{xl—x3+x5=0 B=dxs=a+bh
Xy — 2X4 =0 Xy =a—b
.X5=b

i. Hallaun base y la dimension para A
ii. Halla una base y la dimension para B.
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MATRIZ DE COORDENADAS - CAMBIO DE BASE

Muchas de las aplicaciones del algebra lineal a la fisica, ingenieria, ciencias sociales, etc., pueden
formularse de manera sencilla si se elige el sistema de coordenadas apropiado. Esta transformacion
se consigue por medio de un cambio de variables. También, los problemas de espacios vectoriales
pueden simplificarse eligiendo una base adecuada.

Teorema: Si B = {vi,vy,...,vn} €s una base del espacio vectorial V, entonces para cada vV, existen
escalares Unicos c, ¢z,..., cn tales que ¥ = civi+cova+... +cnvn. La existencia es debida a que una
base de n vectores de R" es generadora del espacio y la unicidad es por el hecho de que la base es un

conjunto linealmente independiente, por lo tanto tiene solucion uUnica. Estos escalares Gnicos se
€1
C2

denominan Matriz de coordenadas de ¥ con respecto a la base B y se escribe [V]z = |
Cn

o/Si B, = {(2,1),(0,1)} y ¥ =(2,3) haciendo la proyeccidn sobre los vectores de la base se
puede encontrar graficamente la matriz de coordenadas del vector en la B

1 P -7 -7 -7
1 - P 1 e 1 e 1
- - - -

1 - - 1 - 1 - 1
1 -7 -7 -7 1 _ -7 I

r” P 3e - L

- -
1 -7 A | P [
2 2 0 I - - I - 1 1
=1 + 2 1 -7 -7 1 -7 1 1
3 1 1 -7 e — Lo I
AT v - -~
5 - - I - -7 I |
— I - - 1 1 - 1
v=1v, + 27, : . - i LT i
4’ ” -
[ . 1 1 - 1
r ¥ 2 ’tl’ e
1 ~ 0 1 *1:< ) -7 P
- C1 1 I 2=\ 1 1 I P I
[v] = T -7 [ 1
By Cy B 2 L =7 =7 _
1 P 1 1 - P 3 ] 5 -
1 -7 -7 -7
1 -7 1 2 1 -7 1
- - -

I e 1.7 1" 1

- - -~

L i AT - =i
e Sise invierten los vectores de la base, -7 _--" e
Jla matriz de coordenadas sera la -~ 27 S _
misma? : Pt "/ JPEa

1 - - 1 .- 1

SiB, ={(0,1),(2,1)}yv=(23) v - ST :

2 0 2 s IY 5 s o
3)= 2\ T 1 o w=(3) a=)

1 1= 1 = 1

—_ — — 1 - 1 ] 2 1 1
v=2v1 + 17, L= e — t

2 1 1 _-"¢ 3 P

R 1 2 ' R =7

[U]B :[ ] :[] 1 ”,’ i .- 1

2 Cy B, 1 1 1 1

\

/

Es decir, [¥]s no solo cambia cuando la base cambia, también depende del orden de los
elementos en B. Por lo tanto, para definir con precision las coordenadas de un vector ¥ con
respecto a una base B, pediremos que la base B sea una base ordenada.
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/Obtén la matriz de coordenadas del polinomio P(x) = 1 + 2x + 3x? con respecto a CM
de las siguientes bases:

a) La base candnicade B, = {1, x, x?}
SOIUClén SlendO 1_7)1 =1 , 1_7)2 =X, 1_7)3 = xz Se debe Cump|ll’ 1_7) = Clﬁl + C21_7)2 + C31_j3
PX)=1 +2x+ 3x? = ¢; (1) + ¢, (x) + c3(x?)

Analizando las componentes homologas, la matriz de coordenadas de P son los escalares c;, ¢,, 3
1 1
[P]BS: G2l =|2
C3 3

Solucién: se debe cumplir ¥ = ¢, 7, + ¢V, + c375

b) By ={1+x,1—x%1+x+x?}

c(14+x)+c;(1—x)+cz;(1+x+x%) =1 + 2x+ 3x?
(c1+cy+c3)+ (¢ +c3)x+ (—c, + c3)x? =1 + 2x + 3x2
Igualando las componentes homologas

C1+C2+C3=1 1 1 171[¢€ 1
c1+c3 =2 —enformamatricial |1 0 1||C2|=]2

—Cy + C3 = 3 0 -1 111€¢3 3

Esta ecuacion matricial se puede resolver haciendo operaciones entre renglones con la matriz
aumentada, tendremos que la matriz de coordenadas de P en la B, sera

_ i)l y

/ Determina la matriz de coordenadas de A = [i _43] respecto de las siguientes bases:\

a) La base estandar By = {v,, v,, v3, v,} donde
vy =E;1 vy =Ep vz = Ey vy = Eyp

1 0 0 1 0 0 0 01_12 -3
Cl[o O]+620 0]+C31 0]+C4[o 1]_[1 4]
|Realizando la suma de las matrices e igualando las componentes que se encuentran en el mismo luga

e al=[ 7]

=

C1 2

_|C2| |3
[A]BS_ C3 - 1
Cy 4

- A
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ﬂ) Labase B; = {v'y,v",, V"3, V", } en laque \

vi=—-E;y V,=E; v3;=-E) vy = Eq

Solucion:

a5y glraly fraly lraly o=l 7]

Realizando la suma de las matrices
Cy —C3] _ 12 —3]

- G 1 4
|Las componentes de la matriz de coordenadas seran los escalares c, ¢, c3, C4
€1 [—1

[Als,=| 2| = | %
\_ ol 13 )

Determinacion de la matriz de coordenadas de un vector por el método de matriz inversa

Considerando una base no estandar en R": B; = {v;,v, ... v,} queremos encontrar la matriz de
coordenadas de un vector ¥ en la nueva baseB;, pero resuelto por inversiéon de matrices

77) = Clﬁl + Czﬁz + -+ Cnﬁn

X, a1 a2 A1n
B =T+ CoUy oy | 2| =4 aslz +c, afz ..c,, | 2" | haciendo las operaciones queda un
Xn QAin Qzn Ann
SEL
A11C1 e QpCp = Xq arr . (e X
alfcl a2ncn:=x2 y en forma matricial a:“ a?" Cf]z xﬂ
A1nC1 = ApnCn = X Ain - App C.n x.n
v Vv
B4 @li= @]
siendo

B; matriz cuadrada formada por los vectores de la base uno

[7], matriz de coordenadas de v en B,

[v] matriz de coordenadas del vector en base estandar

Pre multiplicando en ambos miembros (1) por B~1
B1_1 B,[V]; = Bfl[ﬁ]
1[v]; = By *[V]

@], = By [¥]
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/

Solucion: (5,—1,9) = ¢;(1,2,1) + ¢,(2,9,0) + c5(3,3,4)

AGA

\

Obtén las coordenadas del vector v =(5,-1,9) con respecto a la base
B ={(1,2,1);(2,9,0); (3,3,4) }

2¢; +9¢; + 3¢c3 = —1 = en forma matricial
Cl + 4‘C3 = 9
Resolviendo por inversidn de matrices

{ C1+2C2+3C3:5

1 2 3[4 5
1 0 4llc 9

o} 1 2 31715
=2 9 3| [-1
C3 1 0 4 9

La matriz de coordenadas del vector en la base B sera:

C1 1
C3 2
CAMBIO DE BASE

Cuando se trabaja con més de un sistema de coordenadas es necesario conocer la relacion entre las
coordenadas del vector y los distintos sistemas.

CAMBIO DE BASE ESTANDAR A OTRA BASE

Hallar la matriz de cambio de base hacia una base estandar es sencillo y puede hacerse por simple
inspeccion. Encontrar la matriz de cambio de base desde una base estandar es casi igual de sencillo,
pero requiere calcular una matriz inversa

Si By = {vy,V,} = {(1)(0)} es la base estandar, By = {uy, U,} = {(

o) _11) ) G)} una base

cualquieray v = (;

La matriz de coordenadas del vector ¥ en base estandar se realiza resolviendo ¥ = ¢,V + ¢,V,
21 _ .1 0
[5]=2[ol +3[1]

Una manera de hallar la matriz de coordenadas del vector v en base B se obtiene haciendo
1—5 =C(C 1_1)1 + Co 'l_l)z

[g] =c [_1] + ¢, B]—) en forma matricial [_11 ;] [2] = [é]

) un vector de R2.

S B=27, + 37, :[ﬁ]s=[§]

1
B, [v]; = [¥]s

operando con las matrices resulta [#], = By }[#]s que para nuestro ejemplo seria:

-2

s =7 5 =

1
3

1

3—>1_7):— ﬁ1+ ﬁz

Wik wi
Wl
w v




Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

MATRICES DE CAMBIO DE BASE — MATRIZ DE TRANSICION

Iniciaremos el estudio con un ejemplo en R? La fig. 1 muestra el sistema coordenado relacionado
con laBase B = {ui,,u,} Yy lafig 2 el sistema coordenado respecto de la base C = {¥;, ¥,} y el mismo
vector ¥ = (5, —1) con relacién a cada sistema coordenado

sean 8 = {(). (5} ye ={(o)- Q)

Se puede ver en ambas figuras la matriz de coordenadas de ambos vectores

O N !
B P

L 3u

Resulta que existe una conexion directa entre los dos vectores coordenados. Una manera de
encontrar la relacion es utilizar [¥]g para calcular v

cai =[] 2] =[5

Entonces se puede encontrar [V] . Si expresamos ¥ = ¢1¥; + C,Vs.

8l

—
v =

[_51] =c [(1)] + ¢y [ﬂ — V= 6U;— 7, — [Vl = [_61]

Sin embargo existe una mejor manera de resolver este tipo de problemas, mediante el calculo de una
matriz.

Mediante la utilizacion de las bases B = {(_21) , (_21)} yC = {((1)) , (1)} encuentra [V] ¢

Solucion: sabemos que v = u; + 3 U, al expresar u, Yy U, en términos de ¥, y v¥,, obtendremos
las coordenadas de ¥ con respecto a la base C. Asi,

i, = [‘21] -3 [(1)] + z[ﬂ = 3%, + 27, S [l = [‘23
iy =[ 2] =3[g] - [}] =39~ . > le=[]
V=1u, +3u,=-30V; + 2V, +3 (30, — V)

V=67, — 17, > Wle=[2]

Este método puede no parecer mas facil que el realizado anteriormente, pero tiene una gran ventaja,
se pueden encontrar [¥]. de [¥]p para cualquier vector ¥ en R?, con muy poco trabajo adicional.
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Examinemos los célculos que se hicieron. De ¥ = u; + 3 U, (vector expresado en la Base B), lo
queremos llevar a la base C

[Vle = [U; + 3uzlc = [th] ¢ + 3 [Uzlc

[l = [l ¢ (@] [3]
wle=[5" 2l1= 5]

[ﬁ]c = Pp_¢ [77]13

Pg_c esla Matriz de Transicion de la base B a la base C, cuyas columnas son [, ], Y [U5],

Entonces piensa en B como la base “vieja” y en C como la base “nueva”.

Las columnas de Pg_ son la matriz de coordenadas obtenidas al expresar los
vectores de la base vieja en términos de la base nueva

Definicion: Sean B = {i; ... ... Uy C={v; ... 7, } bases para un espacio vectorial V. La matriz
de n x n cuyas columnas son los vectores coordenados [, ], ...... [1,]. de los vectores de la base B
con respecto a C se denota mediante Pgp_,¢ Yy es la llamada Matriz De Transicion o Matriz De
Cambio De Base de B a C.

Pp ,c = [[171]6 [ﬁz]c [ﬁn]c]

Teorema: Sean B = {u; ... ... U,y C =1{v ... U} bases para un espacio vectorial V' y Pg_,¢la
matriz de cambio de base de B a C. Entonces:
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a) Pg ¢ [V]g = [V]c paratodo ¥ €V
b) Pg_c esinvertible (Pg_¢)~!

Demostracion: a) Seav €V y sea

€1
[vlp = [ :

Cn

es decir: [¥], =[c; Uy + -+ ¢, Uple

ﬁ;]c =0 [ﬁl]c t+t+ [ﬁn]c

€1
[v]c = [[ﬁl]c [ﬁn]c] [ E ]
CTL
[1_7)]0 = PB—)C [ﬁ]B
b) Enrazén de que [U; ... U,] es linealmente independiente en V, el conjunto [[u;], ... [U,]c]
sera linealmente independiente en R", por lo tanto Pg_,¢ = [[U;], ... [U,h].] es invertible.
Para todo ¥ €V, tenemos que Pg_.¢ [V]p = [V]c.
Si resolvemos para [¥]g = (Pp_c) [Vl
Por lo tanto
(Pp,c) ' =Pcp

METODO DE MATRIZ INVERSA PARA CALCULAR LA MATRIZ DE CAMBIO DE
BASE

Los segundos miembros de estas igualdades son la matriz de coordenadas del vector en base estandar,
igualando los segundos miembros se tiene

{B [V]5 = [V]s

cisle = 131, ~ Bl = CPle

4 )
Si B = {(_01)((2))} es una base, C = {(i) , (_12>} es otra base
.- -4

cualquiera y [v]g = B] la matriz de coordenadas de v respecto | [4] — [ —41] E
de la base B. Obtener [v]sy [V]¢ ) : 3
Solucion: E |
B[v]p = [V, E }

_ _ ' U

o1 g] B] - [ 41] E 1
Por combinacion lineal seria : . 1 ¢ :
B= 1, + 20, =1 (_01) +2 ((2’) - (_41) y b
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(Para determinar la matriz de coordenadas del vector v en base C, utilizamos la expresion
BW]B = C[ﬁ]c
Premultiplicando ambos miembros por C*
C™'B[v]z = C7'C[V]¢
C_lB[ﬁ]B =1 [ﬁ]c

11

L 12 =2 _ a_|4 2

> [Ble=CTBBl, —>lcl= |7 =4 =4 1‘

4 2

1 1 . 7 7

o _ |4 2[-1 o1 o | 4 11_ |4 . _ |4
Ple =4 1‘[0 2[2]_’ Wle =14 1‘[2]_l9 ” [”]C—l9
4 2 4 4 4

MATRIZ DE PASO de la base B a la base C

Esta matriz permite un cambio
de base B a otra base C, para
cualquier vector del espacio
vectorial considerado

Con un proceso similar se 1
obtiene la matriz de transicion
de la base Ca la base B

P SB = _IC

GO (=== — e
L) S ——

La matriz que resulta del producto de las matrices C~*B es la MATRIZ DE TRANSICION ¢

~

-2 2
P B = B_1C = [ 1 1‘
2 2

W,
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MATRIZ DE COORDENADAS DEL VECTOR v EN TODAS LAS BASES

Observacion: para cualquier base, el vector ¥ tiene la misma direccién y magnitud con respecto a
los ejes coordenados cartesianos.
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TRABAJO PRACTICO: MATRIZ DE COORDENADAS Y CAMBIO DE BASE

1. Para las siguientes bases no estandar de R? y los vectores dados, encuentra las matrices de
coordenadas en cada base y representa cada item en sistema de coordenadas cartesianas:

e =) ye=() e m={O.(D)y o=()
o 5.1} v o= ()

2. ¢Qué caracteristicas geométricas puede observarse en las bases B> y B3s? ¢ Qué resultado obtiene
si se realiza el producto escalar de los vectores de cada base?

3. Dados los siguientes vectores de los correspondientes Espacios Vectoriales, obtén la matriz de
coordenadas en la base indicada:

a. v= (1,0,5) de R3; B; ={(0,0,1),(1,0,1),(1,2,0)}
b. p(x) = 5- 2x% de P?; B, = {x?x,1+ 2x?%}

c. M= _11 (3)] de Myy, ; B={H 2]'[_02 ﬂ[g g]'[g —06]}

4. Si v = (1,0,2) es un vector del Espacio Vectorial definido por el plano 7:2x +5y —z = 0 se
pide encontrar una Base B1 para dicho V y la matriz de coordenadas [v],

5. Una empresa hormigonera produce 3 mezclas basicas dadas en la siguiente tabla:

A B C
Cemento | 20 18 12
Agua 10 10 10
Arena 20 25 15
Grava 10 5 15
Tobas 0 2 8

Las cantidades se miden en gr y cada unidad de mezcla pesa 60 gr.

Le requieren a la empresa mezclas especiales resolviendo combinaciones de las 3 mezclas basicas,
pensando en Espacios Vectoriales se diria que las mezclas especiales pertenecen al Espacio Vectorial
generado por los 3 vectores mezclas basicas; entonces ¢Puede obtenerse un vector mezcla especial
gue consiste en 1000 gr de cemento, 200gr de agua, 1000gr de arena, 500gr de grava y 300 gr de
piedras tobas?

Si esto es posible; ¢cuantas unidades de cada mezcla se necesitan para formar este vector mezcla
especial? y ¢que representa esta terna ordenada de unidades en lenguaje de Espacios Vectoriales?
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6. En R? se conocen las bases B = {(_01) , (_22)} yC = {(i) , (é)} yelvector U =(2, 4). Se pide

obtener las matrices de coordenadas del vector Uen las dos bases no estindar. Representa
graficamente las bases y el vector en dichas bases

7. Siendo las bases B = {u,,u,}y C = {¥;, U, }, encontrar graficamente la matriz de transicion de
CaB P,_p, calcula e interpreta geométricamente (P,_ )1

-
-
[
]

8. Sean B = {u,,u,} Yy C = {v,, V,} bases para un espacio vectorial V' y supén que
U; = 6V; — 20, Y Uy = 97U, — 47,

a. Encuentra la matriz de cambio de base de Ba C

b. Encuentra la matriz de coordenadas [v], para v = —3u; — 4,

9. En R? se conocen las bases B = {(_11) , (i)}y C = {(1) , (_11)} y la matriz de coordenadas del

vector [V] = [2] . ¢Es posible obtener[7].?

3
a. Obtén la matriz de transicion o de paso Ps —c

b.Resuelve graficamente el problema

1 2 3 1 2 0 1
10. Dadas las bases B, = {(2)(1) , (3)]&1 base B, = {(0) , (0)(1)} y [13]31 = [1]
1 0 4 1 0 1 1

Encuentra la matriz de transicién de la base B; a la base B>

Encuentra la matriz de transicion de la base B> a la base B

Obtén la matriz de coordenadas del vector ¥ en base B,; en la estandar y en la base B

En un mismo grafico, representa el vector estandar en ambas bases, ¢qué puedes observar?

oo ow

11. En P? se tiene el polinomio gy = 2 — 3x + x*, se pide:
a. Halla una base estandar de P® y otra base no estandar
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b. Obtén la matriz de coordenadas de q(x en la nueva base

c. Verifica por cambio de la nueva base a la base estandar que la matriz de coordenadas de qx) en

2
base estandar es _03
1
2
12 En R3 S€ da Bl = {(0’0’1)’ (1’0’1)’ (1'0'0)}' BZ = {(1F0!1)! (01011)1 (11111)} y [5]2 - [1]’

0
se pide: [U]; Y Pp1-sp2

13. En R? se conocen una base 4 = {(4,0), (=2,6)}, Y Pg_,4 = {(1,0),(—=2,—3)}. ¢(Es posible
obtener la base B?
a. Si es afirmativa la respuesta encuentra B

14.  Sea By B2 bases de un espacio vectorial V' y sea P la matriz de transicion de By a B2; muestre
que Pt es la matriz de transicion de Bz a Bi.

cos@d send

15.  Dada Pg ¢ =
Pt {—sena cos®

} matriz de transicion de la base estandar Bs a una base C en
RZ
a) Obtén el vector ¥ = (—4,3) en términos de la nueva base C para 6 = %

b) Grafica las bases y el vector
C)¢Pc—>Bs es idéntica a la base C? Explica por qué
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TRASFORMACIONES
LINEALES
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INTRODUCCION A LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Ladiferencia entre una ecuacion matricial AX = by laecuacion a,v; + a, vV, + a3 Vs, e v @y Uy =
b es s6lo una cuestion de notacion. Sin embargo, en algebra lineal es posible encontrar una ecuacion
matricial AX = b que no esté directamente relacionada con combinaciones lineales de vectores. Esto
sucede cuando se piensa en la matriz A como un objeto que “actia” sobre un vector ¥ multiplicandolo
para producir un nuevo vector A ¥

1 1
2 o s3lli|=[3 2 o s | l=lo
N 4\1 N AN A 3 .
A X b A v 0

Se puede observar que la multiplicacién por A transforma a X en b y transforma a ¥ en el vector

nulo 0

Desde este nt&Vo punto de vista resdiver la ecuacion AX = b equivale a encontrar todos los
vectores X en R* que se transforman en el vector b en R? como resultado de la “accién” de la
multiplicacién por A.

Una transformacion (o funcidon, o mapeo) T de R" a R™ es una regla que asigna a cada vector X en
R" un vector T(X) en R™. El conjunto R" se llama dominio de T, y R™ se llama codominio de T. La
notacién

T: R" >R™Mindica que el dominio de T es R" y que el codominio es R™

TRANSFORMACIONES LINEALES

DEFINICION: Sean V y W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal T de V en W es una
funcién que asigna a cada vector ¥ e V un vector Unico T (¥) € Wy que satisface, paracada iy ¥
en Vy cada escalar c, las siguientes condiciones:

a)TW +v)=T@{) + TW)
b)T (cv) = cT (V)

Es decir, T es lineal si preserva las dos operaciones definidas dentro del espacio vectorial: suma de
vectores y multiplicacion de un escalar por un vector. La propiedad a) dice que el resultado de sumar
uyv en V ydespués aplicarle T, es lo mismo que primero aplicar Tau y ¥ y luego sumar T ()
+T(¥)en W.
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Notacion: se escribe w=T (¥) o T:V — W para indicar que T toma el espacio vectorial real V' y
lo lleva al espacio vectorial real W, esto es, T es una funcion con V como su dominio y un
subconjunto de W como su imagen.

Al igual que las funciones tradicionales, las transformaciones tienen tres partes esenciales para existir:
el dominio, el codominio, y la regla de asignacion, como se observa en la figura:

Vv T:V> w

El dominio es el espacio vectorial V al cual se le aplicara la transformacion; el codominio es el
espacio W al cual pertenece el resultado de aplicar la trasformacion, la regla de asignacion T es la
forma en la cual se debe manipular un elemento de V para convertirlo en un elemento de W;
finalmente, T(?) es el recorrido de la transformacién, y es el subconjunto de W obtenido a partir de
la aplicacion de la trasformacion a cada elemento de V

ﬁndo T: R > R? analiza la linealidad de T (;) = (x ;I;_ 3’) \
Gy #=G2)
5=+ G2 = Gibo)
x1 + x;
y1t+ 3’2)

_ ((x1 + x;I) 1‘3(]2’1 + J’Z))

<!
Il

&l

T(ﬁ+ﬁ)=T(

T(@)+T(H)=T (;2) " T(;Z)

_ (x1;‘1}’1) n (xz;'ZJ’z)

_ <(x1 + x;l) i‘)(]z’l + yz))

T (U +V)=T(u)+T (V) Se verifica la 1ra. condicidn por lo tanto es lineal

Para probar la segunda condicién T(cu) = cT(u)

o) =a1G)
(Cx1 + C)’1) —c (xl +7

Se verifica la segunda condicidn
1 Y1 ) &

v
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., X x+ L .
En la transformacion T(y) = ( y y) se observa facilmente que cualquier elemento de V se

convierte en uno de W, tras aplicarsele la transformacion. Por ejemplo si v = (2,3) al alplicarle la

transformacion T, se obtiene: T (g) = (2 ; 3) = (g)

/Analiza la linealidad de T:RZ—> R/ T (X,y)=(y, X +2) \

Solucién: Se deben verificar las dos condiciones de la definicién:

U= (x1,y1) vU=(x2Yy2)

U+ U= (x1+x2,y1+y2)

TU+D)=Tx1+x2,y1+y2) =(y1+y2,x1+x2+ 2)

T@W+T®) =T &t,y1) +T(x2,y2) = (yr, x1 +2) + (y2,x2 + 2) = (y1 + y2, X1 + X2 + 4)
T@+v)#T@)+T®)

\No se verifica esta condicion, entonces la transformacién no es lineal. /

. x 2
6ada la transformacion T (y) = (;) halla: a) el vector transformado de (g) . b) Represe%

graficamente el vector y su transformado. c¢) si ¢ = 2 verificar que la transformacion es lineal

Solucién: a) T (;) = (252) - (g)

) 7(2)- )
(

r(3)=2(3)
=0 /
p

Sean los espacios vectoriales V = {ax? + bx + c:a,b,c € R} yW ={(a,b,c):a,b,c € R3}yla
transformacion T: V - W definida por T(ax?+bx+c) =(a+ 1,b 4+, 0).

Se observa que cualquier elemento de V se convierte en un elemento de W, tras aplicarsele Ia
transformacion T, por ejemplo si ¥ = —2x? + x — 2 al aplicarle la transformacién T, se obtiene:

\T (—2x*+x—-2)=(-2+1,1-2,0)=(-1,-1,0) /

PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Teorema:_ Sea T una transformacion lineal de V en W, donde 1y v estinen V y a,, @y, ... a, Son
escalares. Entonces, las propiedades siguientes son verdaderas (Grossman 6ta edicion pag. 472)

i. T(0)=0
i. T—v)=Tu—-Tv
iii. T(alﬁl + afz‘l_}z + ...+ anl_;n) = alT‘l_}l + azT‘l_}z + -+ anT‘l_])n
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Nota: en la parte i) el 0 de la izquierda es el vector cero en V, mientras que el cero de la derecha es
el0enW

i. T(0)=T(0+ 0)=T(0)+T(0). Asi

0 =T(0)—T(0) =T(0)+T(0)—T(0) =T(0)
T —-V)=Tu+ DV =Tu+T[(-1)?]=Tu+ (DT =Tu—Tv
(ver la demostracion del item iii en la bibliografia sugerida por la catedra)

Observacion: las transformaciones lineales estan completamente determinadas por el efecto sobre
los vectores de la base

El teorema indica que si T : V — W tiene dimension finita, entonces sdlo es necesario conocer el
efecto que tiene T sobre los vectores de la base en V. Por lo tanto si se conoce la imagen de cada
vector estandar se puede determinar la imagen de cualquier vector en V. Para ver €so, sean vy, v, ...
v, unabase en V,y sea ¥ otro vector en V. Entonces

T 1_7) = alTﬁl + azTﬁz + -+ anTﬁn

-

Asi, se puede calcular T v para cualquier ¥ € V si se conocen TV, TV, ........ TV,

Si se conoce el efecto de una transformacion lineal sobre los vectores de la base canoénica, se

conoce el efecto sobre cualquier otro vector
/D N

ada una transformacion lineal T: R®— R® tal que

T(1,0,0)=(2,-1,4)
T(0,1,0)=(1,5,2)
T (0,0,1)=(0,3,1)
Determina T (2, 3,-2)
Solucion: como B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es una base de R®, existen escalares Gnicos tal
que (2,3,-2) se puede escribir como combinacion lineal de los vectores de la base
2,3,-2)=2(1, 0,0) +3(0, 1,0) -2(0,0,1)
entonces aplicando la propiedad iii) se puede usar para escribir
T(2, 3,-2) =2T1(1,0,0) +3T(0,1,0) —2T(0,0,1)
T(2, 3,-2) =2(2,-1,4)+3(1, 5,2)-2(0, 3,1)

T((?:,-Z) =(7,7,0) /
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Decide si existe una transformacidn lineal T que satisfaga las condiciones dadas en caso afirmativo
encontrar la expresion analiticade T

@) 1: T:R2>R® T (_21) N ( (1)1> ’ T(—ll) ) (é) \

Solucién: B = {(—1,2), (1,—1)} es base de R? ya que generan todo R? y son L1, por lo tanto existe
una tnica TL

a;(—1,2) + a,(1,-1) = (x,y) (1) { —a,ta, =x

20 ta, =y
-1 1% -1 11 X 1 =11 —Xx
(2 _1|y) R2_>R2+2R1(0 12x+y)R1_>(_)R1(0 1|2x+y)
x + .
R, > R;+R, ((1) (1) 2 _ﬁ;) - a; =x+7y; a, = 2x + y sustituyendo a;, a, en(1)

(x+y)(—1,2) + 2x +y)(1,—1) = (x,y) aplicando la propiedad iii)

T(x,y) =(x+y)T(—1,2) + (2x + y)T (1, —1) Sustituyendo los transformados de los vectores

1 1
Tx,y)=(x+y) ( 0 ) + (2x +y) <2> Aplicando la propiedad distributiva
-1 3

x+y 2x+y 3x + 2y
T(x,y) = < 0 ) + <4x + 2y> > T(xy) = <4x + Zy)
—Xx—y 6x + 3y 5x + 2y
womprueba verificando para T(-1,2) y T(1,-1) /

J

CASO 2: T: R®—R3 T(1,0,0) = (1,1,2) ; T(0,1,0) = (—1,2,3); T(2,2,0) = (0,1,3);
Solucién: B = {(1,0,0),(0,1,0), (2,2,0} no es base de R® son LD

2(1,0,0) + 2(0,1,0) = (2,2,0) aplicando la propiedad iii)

T(2,2,0) = 2T(1,0,0) + 2T(0,1,0) sustituyendo los transformados de los vectores
(0,1,3) = 2(1,1,2) + 2(—1,2,3) aplicando la propiedad distributiva

(0,1,3) # (0,6,10)

\No existe TL yaque T(2,2,0) # (0,6,10)
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4 )

CASO 3: T: R3—R3 T'(1,0,0) = (1,1,2) ; T(0,1,0) = (—1,2,3); T(2,2,0) = (0,6,10);
Solucién: B = {(1,0,0), (0,1,0), (2,2,0} no es base de R®son LD

2(1,0,0) + 2(0,1,0) = (2,2,0) aplicando la propiedad iii)

T(2,2,0) = 2T(1,0,0) + 2T(0,1,0) sustituyendo los transformados de los vectores
(0,6,10) = 2(1,1,2) + 2(—1,2,3) aplicando la propiedad distributiva

(0,6,10) = (0,6,10)

\_ Luego existe una TL pero no es Unica (se pueden determinar infinitas transformaciones IineaIe?

Observacion: si los vectores de la base son LI la TL es Unica, si los vectores de la base son LD
pueden que TL no exista o que existan infinitas TL

MATRIZ DE TRANSFORMACION Wm

Toda transformacion lineal se puede expresar en forma matricial mediante una
matriz asociada a esa transformacion T: R™—»R™ Vv
n

Si se cumple que:

w = T(¥) y la transformacion es lineal entre espacios
vectoriales de dimensiones “n” y “m”, entonces existe
una matriz de transformacion Ar de dimensién “mxn”,

tal que

Las columnas de esta matriz son los vectores transformados de los vectores de la base del espacio
vectorial V

/ Encuentra la matriz de transformacion si se sabe que: \
T(1,0,0)=(2,-1,4)
T (0,1,0)=(1,5,2)
T(0,0,1)=(0,3,1)

Solucion: sabiendo que los transformados de los vectores de la base son T (1, 0, 0) = (2, -1, 4);T (0
1,0)=(1,5,2)T(0,0,1)=(0, 3, 1) la matriz de transformacion sera:

2 1 0
kAT =|-1 5 3] las columnas son los vectores transformados de los vectores de la base
4 21 /
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X —ix 1
@rmina Ar,si T <y> = ( y )y verificael T (1) \

z 3z 1
Solucion: aplicando el transformado a los vectores de la base candnica tendremos

0L A B A

0 0
Ar=10 1 0] las columnas son los vectores transformados de los vectores de la base.
0 0 3
X -2 0 O0]rx —2x
Observa que la manera de verificar es haciendo Ay yl =10 1 0 [yl = vy
z 0 0 31z 3z

1 —2x —-2.1 -2
Para encontrar el T(l) = < y ) = ( 1 ) = ( 1 )
1 3z 3.1 3

1
También se podria encontrar el T (1) realizando W = T(¥) = A;V tendremos

1
-2 0 o 11 -2
0O 1 Oofll.|11Yl=1| 1
0O 0 3 1 3
Ar v w /

Geometria de las transformaciones lineales (ver Grossman)

cx

y) donde ¢ > 1 6 c< 1 respectivamente

Expansion o compresion a lo largo del eje x T (y) = (
., ., . X ve . .
Expansion o compresion alo largo del ejey T (y) = (Cy) donde ¢ > 1 6 c< 1 respectivamente

Reflexion respecto al eje x T (;C,) = (—xy)

Reflexion respecto al ejey T (;) - (—yx)

Reflexién respectoalarectay=x T (;C,) = (y)

Cortes

< R
<
I
~~
=
+
a
<
—

Cortealolargo del ejex T (

< ®

~—
Il

~

<

+

a

=

| —

Cortealolargodelejey T (
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TRABAJO PRACTICO: TRANSFORMACIONES LINEALES

1. Enuncie las condiciones y determine cudles de las siguientes aplicaciones son
Transformaciones Lineales

a. T:R>RT (;) = (xjyy)

x
b. T:R2—>R3T(y)= (x+y,2x+2y,0)
c. T:RSRTMy,2)=(x+yzx+1)
d. T:R>R¥T(x,v,2) = (x%,ky, z)
. T:P>P? T(ax+b)=bx*—ax+ (a+b)
x x+y
f. T:R2—>R3T(y)=T —y
x+z
8. T: M.. —>R T:(MZXZ):Det(M)

2. Dada Iatransformacic’)nT(;c,) = (2;) Halla los vectores transformados de:
3 (3) o () 9 (2

2.1.  Representa graficamente sus vectores y sus transformados.

2.2.  Considerando los vectores (:;) y (i) y ¢ = 2 verifica que la transformacion es
lineal.
2.3. Considerando los mismos vectores y valor de ¢ que el punto anterior, analice la

linealidad de las transformaciones
X\ (2x+1 x_xz) x_(Zx)
T(y)_< y ) T(y)_(y T(}’)_ 4y
3. Latransformacion lineal T: R®— R® est4 definida por T (1, 0, 0) = (2, -1, 4);

T(0,1,0)=(1,5,2);T(0,0,1)=(0, 3, 1), determina
a)T(0,3,-1) b)T(2,-41) ¢)T(2,-1,0) d)T(-2,4,-1)

4. Silatransformacion lineal T: R3— R? esta definida por T (1, 1, 1) = (2, 0, -1);
T(,-1,2)=(-3,2,-1);T(1,0,1)=(1, 1, 0), determina
a) T (21 1l0) b) T (21 -1I1) C) T (OI 2I-1) d) T ('21 110)

5. Analiza el significado geométrico que tienen las siguientes transformaciones:
o7 ()= (o) n1()=C)  orG)=() a7(G)=(5)

6. Halla la expresion analitica de las siguientes TL siendo:

. R2 3 1\ _ L 0
a)T: RZ>R T(Z)— 0 ,T(l)
2
T(1,0,1) = (2,0,0);

0
(0) b) T: RB>R? T(1,2,1) = (1,1,1) ; T(0,0,1) = (1,0,0);
3
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7. Para cada una de las transformaciones, determine At (si es lineal) y grafica el transformado del
cuadrado unitario (8) ; ((1)) ; (D ; ((1))
ar()=0) » (=) 976)=( 2

8. Se consideraque T (v) es el transformado de la proyeccion del vector (X, y, z ) sobre el plano yz
Grafica y encuentra la expresion de la ley de TL

9. ¢Cual es el transformado de los vectores que se encuentran sobre el eje X? ¢y sobre el eje z ?

1
10. Determina Aty en cada caso verifique el T (1)
1

2x

)= oG] orh)-0

VA

11. Dibuja el transformado del cubo unitario para las transformaciones

()-65) o))

: - X
12. Aplica la transformacién T (y) = (
ambas (la recta y su transformada)
t t+2
N CARE I
13. Escribe la representacion matricial (matriz de Transformacién T) de las siguientes TL y dibuja

la region que se obtiene cuando se aplica la transformacién a un cuadrado unitario ubicado en el
primer cuadrante con un vértice en el origen

X - Ly .
y ) a las rectas definidas paramétricamente y grafique

a. Expansion alo largo del ejey conc =3
b. Compresion a lo largo del eje x con ¢ = %2
c. Corte alo largo del eje x con ¢ =-2
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ISOMETRIAS

Se entiende por transformacion isométrica a aquella transformacion que no altera ni la forma ni el
tamafo del ente matematico en cuestion y que solo involucra un cambio de posicion del mismo,

resultando que la figura inicial y final son semejantes y geométricamente congruentes.

DEFINICION una transformacion lineal recibe el nombre de isometria, o congruente rigida, si se
cumple
IT@)| = il

PROPIEDADES

La matriz de transformacion At de una isometria de R"— R", es ortogonal.
Observacién: Recordemos que una matriz es ortogonal cuando el producto escalar de dos columnas
distintas es igual a cero y de una columna por si misma es igual a uno
Las Unicas transformaciones isométricas son:
v Una transformacion de rotacion

[}

v" Una reflexion con respecto al eje “x” 0 “y” seguida 0 no por una rotacion.

- . X —Xx
Kerlflca que para la transformacion T (y) = ( y ) se cumple que: \

a) Ar es ortogonal

b) Lacondicion que |Tu| = |u]| para el vector (g) y también para (Z)

¢) |T@) —Tw)| = |i — 7| siendo & = (g) T (;)
Solucion:

a) La matriz de transformacion A esta formada por los transformados de la base canonica

ar=p 4
v' el producto entre las columnas sera ((1)) (2) =0

v' el producto de una columna por si misma sera: (1) (1) =1

0 1) ()~ Ol- 5 -
\ o -G-10-0) W,
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ROTACION

En R? una rotacion con centro en el origen de coordenadas
es una transformacién isométrica. Analizaremos esta 7 = (a’,b")

transformacion deduciendo la matriz de rotacion, para un

vector de médulo |7| que gira un angulo 6. ' r=(a,b)

{a=rcosa {a‘=rcos (a+ 6) = rcosa cosf@ —r sena sen b
b=rsena b>=rsen (¢ + ) =rcosa senf +r sena cosf

{a‘= acos @ —bsenb

b — asen 8 +beosg TS deci [Z] = [COSQ —sen 9] [Z] siendo por lo tanto

sen@ cosf@

_ [cos 6 —sené

0= ] matriz de transformacion de una rotacion 0
sen@ cos6O

Solucion:
7 = (t,2t) ; ¥ = (a’,b") recta rotada

%t—\/gt

\/Z—Et-l-t

N o _ 0 . _\/_ -
AR e | P ] AR AR

1 3
7= (G- V3)t, (g +1)t)

o

/ Rota la recta y =2x un angulo de 60°. Verificarlo graficamente. \
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Rotar la rectay = %x tal que resulte

perpendicular a la rectay = Xx. 1

Solucién

y=2x -7 =(21)

\

y="1/2%

i 2 3 3 5 & 7 8
angulo que debe rotary=1/2 x para quedar perpendicularay=x

vector normal de y= %

y=X ﬁ_ﬁ:{:(l'_l)
o 21.(1,-1) 1
V=T Bz Vo

Para encontrar el sen & se ocupa la

relacién fundamental trigonométrica

2 2 12
sen“0+cos“0=1 = senf = 1—(\/?0)

-
S Vi

10

5[5 =

Qecuaciones simétricas t =

N X
[x]='cost9 senG][X]z 1 [1 3] 1 |-
y1l l—sen® cosol12x] qol-3 1 5%

R TN
[x\] =| '°_ [ las ecuaciones paramétricas seran:

y _ Yo,
B 10

La ecuacion explicitay” = —x’

=~ 1o
5
127
Vio|_5.
2
V1o,
10

’—_@t
T

/

En R3 se resuelve el problema mediante rotaciones alrededor de los ejes cartesianos, es decir, rotacion

alrededor del eje X, o del eje Y, o del eje Z.

Considerando un vector vector en R® de componentes (a b, ¢) es decir:

a 1 0 0 a’ 1 0 0
[bl:a O|+b|1|+c|O|=r=T()=|p"|=aT |0| + bT | 1| + cT |0| transformacion lineal
c 0 0 1 c" 0 0 1

Por lo tanto, al analizar las rotaciones alrededor de cada uno de los ejes coordenados, no referiremos

a la rotacion de los vectores base, que son los versores I, J, k
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ler. Caso alrededor del eje “x” (en el plano YZ)

1 1 0 0 0
T10(=10 T|1| =]|cos® T|0|=
0 0 0 sen @ 1

a’ 1 0 0
[b']=a O|+b|cos@|+c —Senﬁl
c’ 0 sen @ cos @
a’ 1 0 0 a
[b']= [0 cos0 —Senﬁl [b

c’ 0 sen@ cosO 1lc

seng

1 0 0
Por lo tanto A} = |0 cos® —senf
0 senf cos@
2do. Caso alrededor del eje “y” (en el plano XZ)
1 cos @ 0 0 0 sen 0
T|0]= 0 T|11]1=11 T|0]|= 0
0 —sen 0 0 0 1 cos 0
cosa
a’ cos @ 0 sen 0
b'|=a 0 +b|1]l+c| O o
c’ —sen 6 0 cos @
a’ cosf 0 senf]ra
pl=| 0 1 o Ibl
c’ —senf 0 cosf1tc
cos@ 0 sen@
Porlotanto 4% =| 0 1 0
—senf 0 cosO
3er. Caso alrededor del eje “z” (en el plano XY)
- A .
1 cos @ 0 —sen @ 0 0 ?'————S—EP—-E- X
T10|=|sen6 T|1l=| cos@ T10]l=10
0 0 0 0 1 1 cosA
] send
[a”] [cos@ —sen 6 0 2 DH cos@ 2
b’'|=a|lsen@|+b| cosf |+c|0O
¢’ 0 0 1
[a] [cosf® —sen@ O0]fa
b'|=|sen® cosO 0 [bl
¢’ 0 0 11tc
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sen@ cosfO O
0 0 1

cos@ —senf 0
Por lo tanto A} = ]

Una rotacion en general tendra las tres componentes de rotacion 6,,6,,6, y por lo tanto sera el

producto de las tres matrices.

@ar el plano 7 : x + 2y + 3z = 6 para que quede pa‘(alelo al eje X \

Solucion:

Posicién inicial Posicion final

Para que el plano quede paralelo al eje X, una posibilidad es proyectar el vector normal sobre el plano
Xy Yy luego rotar alrededor del eje Z. El &ngulo de rotacion sera el angulo comprendido entre el vector

normal proyectado en el plano XY y el eje Y

<1><0> I

211

_ \o/\o/ _ 2 2 200 — 200 — — —_ _ iz_i
cosP = R -5 sen“® + cos“@=1- sen“® =+1—cos?0= |1 (\/g) =7

—

Rotando el vector normal # = (1,2,3) alrededor del ejez " = T() = A5 .71

2 1

«1 [& % Oy [0

pl=|lL 2 2| =%

c 5x/§0 \/,j
0 0 1

Con un punto (que se puede tomar el del eje z, ya que no variara) y el vector rotado se arma la nueva

ecuacion del plano " : =
V5

Observacion la distancia del plano al origen debe permanecer igual, comprueba siempre si esto

y+3z=6

sucede.

6 6

. . , _ _ 6
Qst(ﬂ, 0) = o - via dist(m’,0) = —(i)2+32 = /
NG

207




Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero

AGA

/ Rotar larectar: x=2t+1,y=-t ,z = t-1 tal que resulte paralela al plano “xz” \

-1){0

2 0
[x” NG 2t+1
yi= | 2 9 —t | =
|7 Vs W5 t—1
0 0 1
-2 5
ﬁ‘l'\/_gt
1
NG
L t—1

Otra posibilidad es rotar el vector
director de larecta v y P(1,0,-1)

En la grafica se aprecian las dos
rectas, la recta sin rotar pasa por el
punto P con la direccion del vector v
y la recta rotada pasa por el punto Q

y con vector director U

Vista grafica desde arriba, donde se
puede apreciar la que la recta rotada
(lila) queda paralela al eje x (linea

roja)

o

Solucion: para que la recta quede paralela al plano “xz”, una posibilidad es proyectar el vector
director sobre el plano xy y luego rotar alrededor del eje Z. El &ngulo de rotacion seré el angulg
comprendido entre el vector director proyectado en el plano XY vy el eje x

<2><1> ,
_\o/\o/ _ 2 2 200 — 204 — 200 — (2 2_1
cos@ = = = Ssen O+ cos“@=1- sen“® =+1—cos?0= |1 (_\/g) =7

Rotando la recta alrededor del eje z n” = T (1) = Aj.7n obtendremos la recta rotada

S — ] ____/—/

Recta rotada /
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TRABAJO PRACTICO - ISOMETRIA

1. Define que es una transformacion isométrica. ¢Es siempre posible encontrar transformaciones
isométricas? ¢Qué condicion debe cumplir la matriz de transformacion?

2. Obtén la reflexion del vector ¥ = (—2,5) con respecto al eje “y” y muestra ademads, que es
posible obtenerla utilizando una matriz de rotacion. Verifica las condiciones para que la
transformacion resulte isométrica

3. Obtén la expresion analitica y matricial de la transformacion lineal que representa una reflexion
sobre larectay = —x. Grafica (2,1) y T(2,1)

4. Rota el vector ¥ = (3,—1/3) de modo tal que la proyeccion sobre el eje “x” resulte nula.
Verifica las condiciones para que la transformacion resulta isométrica.

5. Rota larectay = —3x + 3 un angulo de —30°. Verifica graficamente.

6. Rota larecta y = %x + 1 un angulo tal que quede paralela al eje de las abcisas.

7. Rota el punto (i

8. Determina la matriz de rotacion que lleve el punto (5,8) hasta su simétrico respecto a la recta

) un angulo de 45°. Verifica graficamente.

y = x. Verificarlo graficamente.
9. Rota el cuadrilatero cuyos puntos son (6,5); (10,5); (7,12) y (4,8) un angulo de 60°.
10. Rota larecta y =-3x + 2 de manera tal que resulte perpendicularay = 2x + 5
11. Rota el plano y = 2x — 2 alrededor del eje “z” un angulo de 90°
12. Rota el plano: x + y — z = 10 alrededor del eje “x” un angulo de 30 °

13.Rotaelplano 7;:x = A;y = u; z= A+ 1 —10 alrededor del eje “z” un angulo de 60 °

[ 4

14. Rotar el plano 3x — 2y = 6 de manera tal que resulte perpendicular al eje “y

15.Rotalarectar: x =2t+ 1,y = —t ,z =t — 1 tal que resulte paralela al plano “xz”

16. Rota el plano 7z;: x + 5z — 10 = 0 de manera tal que resulte paralelo al plano “xy”

17.Rotael planox + y + z = 1, un angulo de 30° alrededor del eje “x” y luego 60° alrededor
del eje “z”. Grafica este ultimo plano.

18. Rota larecta y =-3x + 2 de manera tal que resulte perpendicularay =2x+ 5

19. Encuentra la imagen del triangulo determinado por la interseccion de las rectas y = 2 x;

X 2 -3\ x
y = ¥%x;y = —x + 1 mediante la transformacion IineaIT[ ]:(0 5 ]( J
y y

a) Grafica el triangulo y su transformado
b) ¢Es una transformacién isométrica?

c) Aplica al tridngulo una rotacion en sentido antihorario de 120°.
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

El nombre original de los autovalores fue el de eigenvalores, donde eigen en aleman significa
propio. Recién en 1840, después de mas de un siglo de uso, el matematico francés Agustin-Louis
(1789-1857), bardn de Cauchy utiliza por primera vez el nombre de valores propios quedando con
el tiempo simplemente Autovalores.
Los autovalores se emplean en diversas areas de la matematica, en la resolucion de problemas
hidrodinamicos, mecanicos, fisicos de ingenieria eléctrica y nuclear, etc.
DEFINICION: Dado un espacio vectorial (V; +;R;-) y sea T:V — W, en algunas ocasiones
interesa encontrar un vector no nulo v tal que T(¥) y ¥ mantengan la misma direccion, por lo tanto
debe existir un escalar A tal que

T@W=A7v
AeR es un valor propio o autovalor de T,
¥ €S un autovector o vector propio v=0

Geométricamente significa que el vector transformado es paralelo al vector sin transformar.

/Sea una transformacion lineal T: R? - R? /T(x,y) = (2x,x + 3y) \

T(1,-1)=(2,—-2) =2(1,—-1) - (1,—1) es el vector propio correspondiente al valor propio 2

T(3,—3) = (6,—6) = 2 (3,—3) = (3,—3) es el vector propio correspondiente al valor propio 2
En general E, = {(x, —x)eR?/(x,—x) # (0,0)}

T(0,1) = (0,3) =3(0,1) — (0,1) es el vector propio correspondiente al valor propio 3
T(0,5) = (0,15) = 3 (0,5) — (0, 5) es el vector propio correspondiente al valor propio 3
En general E5 = {(0,y)€R?/(0,y) # (0,0)}

Los vectores propios que € a E1y a E2 mantienen la misma direccidn, ya que su transformado es un
multiplo escalar de €l mismo
Y Sea una transformacion lineal T: R? —» R? /T(x,y) = (2x,x + 3y)

Halla todos los valores y vectores propios de la transformacion lineal j

AUTOVALOR ASOCIADO A UNA MATRIZ
Casi todos los vectores cuando son multiplicados por una matriz A cambian de direccion, excepto
en ciertos casos donde el vector v esta en la misma direccién que A ¥ a estos vectores se los
denomina eigenvectores o vectores propios de A correspondientes al valor A

Av=A7 (1)
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Esto quiere decir que si A es un autovalor de la matriz A y v es un autovector de A correspondientes
a ese valor del, entonces la multiplicacion de ¥ por la matriz A produce un vector A v paralelo a v

2 2 - 21.._ 11 o \
/ Sea [2 _1] Demuestra que u = [1] yr = [_2] son autovectores de A. ¢cuales son los

autovalores correspondientes?

Solucion: segun la ecuacion (1) y realizando el producto entre la matriz y los correspondientes

vectores [g _21] [ﬂ = [g] =3 [ﬂ .

(2,1) es un autovector cuyo autovalor

correspondiente es A = 3.

2 21[171_[-2]_ _,[1 -
[2 _1”_2]_[4]_ 2[—2] ] Au=3u
(1,—2) es un autovector cuyo autovalor ]
correspondiente, es A = —2 A.7=2T\ .,
u
Los vectores il y 7 determinan ladireccionde = = R+ = = s =

s rectas = Y LZ' respeCtivamente queé pasan 1]

por el origen.

Geométricamente, A .7 es la TL que dilata a

cualquier vector u de L1 en un factor A = 3,

en tanto que los vectores 7 a los largo de L se reflejan respecto del origen de coordenadas y luego

{fren un dilatamiento en un factor A, = 2 /

El concepto de autovalor y autovector es en realidad propio de una matriz cuadrada que en caso de

ser una matriz de transformacién, se extiende su aplicacion a las transformaciones. El teorema que
sigue considera una matriz A n x n, (demostrado en el Grossman).

Definicién:

Sea A[v] = [v] - A[¥] = A ][9] - A[¥] — A [1][¥] = [0] - [A — MI][¥] = [0] (1)

Esta ultima expresion implica un sistema de ecuaciones homogéneo, de infinitas soluciones, ya que
v debe ser # 0, por lo tanto det|A — AI| = 0. O sea si el det|A — AI| = 0, entonces la ecuacion (1)
tiene soluciones no triviales y A es el valor caracteristico de A. Por otro lado si det|A — AI| = 0 la
Unica solucion seria la trivial entonces ¥ = 0 de manera que A no seria un valor caracteristico de A.

Teorema: Sea A una matriz de n x n. Entonces A es un valor caracteristico de A si y solo si
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La ec. (2) se denomina ecuacion caracteristica de A; p, polinomio caracteristico de grado n.

Cualquier polinomio de grado n con coeficientes reales tiene exactamente n raices. O sea que Si
tenemos (A — 2)* tiene 4 raices, todas iguales a 2. .
Como cualquier valor caracteristico de A, es una raiz de la ecuacion caracteristica de A, se concluye
que:
Contando multiplicidades, toda matriz de n x n
tiene exactamente n valores caracteristicos

ESPACIO CARACTERISTICO: Sea A un valor caracteristico de A. El subespacio E;. se denomina
espacio caracteristico o propio de A correspondiente al valor A.
Ahora se probaré otro resultado util:
Teorema: Sea A una matriz de n x ny sea 44, 1,, ... 4,, valores caracteristicos distintos de A con
autovectores caracteristicos correspondientes v, ¥,, ... ,,,. Entonces v, U5, ... 1, seran linealmente
independientes. O sea, cuando los valores caracteristicos son distintos los autovectores son
linealmente independientes.
Demostracion se realiza por induccion matematica comenzando por m = 2

Uy + ayB, =0 Q)

Multiplicando a ambos lados por A se tiene
A,y + ay¥,) = Aay ¥y + Aa,By = 0

Como Av; = A;v; parai = 1,2

@ MV + Ay, = 0 )
Se multiplica (1) por A, y se le resta (2) para obtener

(a1 V1 + a1 ;) — (Vg + az A, 0,) = 0
O sea
az(A—22)V; = 0

Como v, # 0 por definicién de vector caracteristico y como A; # A,, se concluye que a, = 0.
Entonces, sustituyendo a, = 0 en (1) se ve que a; = 0 lo que prueba el teorema. Y esto también se
cumpleparam =kyparam =k + 1

@By + Ay + -+ + Ay + App1Vpaq = 0 3)
Multiplicando ambos lados de (3) por A
@ ADy + ATy + - + A Ay + Apy1AVysy = 0
y usando Av; = A;7; se tiene
oy ¥y + @Ay By + - + Ay By + Hra i1 Brer = 0 4)
Se multiplica ambos lados de (3) por A, Y se resta de (4)

a1(Ay — A1) V1 — +a, (A=A 1)Vp + -+ (A — Aiey 1)V = 0 ®)
Como v, U, ... U, son linealmente independientes y como A; # A4, Se concluye que a; = a, =

-+ = ay, = 0, pero de (5) se concluye que a,; = 0. Por lo tanto, el teorema se cumple param = k
yparam=k+ 1
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MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA Se llama multiplicidad algebraica de un valor propio, a su

multiplicidad como raiz del polinomio caracteristico, es decir, al nGmero de veces que aparece como

raiz de dicho polinomio.

MULTIPLICIDAD GEOMETRICA Es la dimension del espacio caracteristico
dimEx=(A — Al) v, es decir el conjunto de vectores asociados a un valor propio A, La multiplicidad
geométrica de un valor caracteristico NUNCA es cero, si A es un valor caracteristico, entonces existe

un vector caracteristico DIFERENTE DE CERO que corresponde a A

PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR VALORES CARACTERISTICOS Y VECTORES
CARACTERISTICOS

1¢" Paso: Se encuentrap(A) =det (A—Al) = 0

290 Paso: Se encuentran las raices A1 , A2, ..., Am. los autovalores no tienen por qué ser distintos.

3% Paso: Se resuelve el sistema homogéneo (A— A v = 0, correspondiente a cada valor
caracteristico A; Para llevar a cabo lo anterior se requiere reducir por renglones una matriz de nxn. La

forma resultante escalonada reducida por renglones debe contener por lo menos un renglén de ceros.

/Dada lamatriz A = [ _22 :5] halla el polinomio caracteristico, los autovalores, autovect®

el espacio caracteristico correspondientes
2 =5 1 0
Poy=det(A-AI) ->Pp= |(_2 _1) — /'1(0 1)|
2—-1
—2

Pun=A2—1-12=QA—-4)(1+3)

Las raices de esta ecuacion son A, = 4 y A1, = —3, que representan los autovalores de A. Para hallar

P = 51|:(2—,1)(1—/1)—10=0

los autovectores, se plantea (2_ 21 _1_5 /’l) (;) = (8) para cada uno de los autovalores hallados.
=4 (P20 75 )()=(0) (3 D6~ {Tle Zemy= i

X
El espacio solucion sera Eji= gen{( )} luego un autovector para v; = (5,—2)

raat, =350 _T1)(0)=0)-C D6~ 0=

2
=X
5

\EI espacio solucion serd E xz:gen{(i)}, luego un autovector para v, = (1,1) J
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-3 0 —4
@1 lamatrizA=|4 1 4 ] halla el polinomio caracteristico, los autovalores, \
2 0 3

autovectores y el espacio caracteristico correspondiente. Indica la multiplicidad algebraica y la
geométrica
P oy=det (A-AI)

-3 0 —4 1 0 0
Pmw=[{ 4 1 4 |—-2{0 1 0
2 0 3 0 0 1

-3-1 0 —4
Po= 4 1-2 4
2 0 3—1

Po=1—-132A+1)

Los autovalores seran A; =

=B -2-21+1=0

1 que es un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 2

A, = —1, de multiplicidad algebraica 1.

Para A; = 1 se resuelve la ecuacion caracteristica (A - 1)V = 0, que nos permitira hallar los

atuovectores
—3-1 0 —4\ /X 0
4 1-1 4 (y)= 0
2 0 3-1/\z 0
—4 0 —4 10 —4 0 —4]0
R, > R, +R
[4 1—-1 4 o—>R2_> AR PR O]—>{—4x—4z=0—>z=—x
;> 2R; + R,
2 0 3-1lo 0o o olo

—Z —Z 0
El espacio solucion sera E M:gen{< y )} = gen {( 0 ><y>} luego tendremos dos

z z 0

1 0
autovectores v; = ( 0 ) y U, = (1) la multiplicidad geométrica es 2.
-1 0

-3+1 0 —4 x 0
Para 1, = —1 4 1+1 4 (y) =10
2 0 3+1/ \z 0

-3+1 0 -4 |0 -2 0 —4

R2—>R2+2R1< ) x=-2z

4 1+1 4 10|—- 0 2 —4|-
R R R = 2

2 0 3+1lo] THTHNg o o/ YT

-2z
El espacio solucion serd E 1o=geni{| 2z |, luego un autovector para v; = (—2,2,1) la
Z

Wiplicidad geométrica es 1. /
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PROPIEDADES:
v" A cada autovalor le corresponden infinitos autovectores

v" Cada autovector esta asociado a un Unico autovalor

IMPORTANTE

Los autovalores de una matriz:
% Pueden ser valores reales o complejos, (trabajaremos Gnicamente con reales)
%+ Pueden haber dos 0 mas con el mismo valor ( multiplicidad algebraica)
% Pueden ser cero.

Los autovectores de una matriz:
% Nunca puede ser el vector nulo
«  Si los autovalores son diferentes, los autovectores son linealmente independientes
% Si los autovalores son iguales (multiplicidad algebraica), puede haber tantos

autovectores linealmente independientes como el orden de la multiplicidad o menor.

Se recomienda analizar los ejemplos del Grossman Cap 6 Autovalores y Autovectores

'Y Para las siguientes matrices calcula autovalores, autovectores, espacio generado, y analiza las

multiplicidades algebraicas y geométricas (desarrollados en clase)

o _ 001 1 -1 0
A= Fw=[3 Y= Yo-f He-lo 1 ofr=lo o 2]
30 00
SIS
0 0 0 3
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TRABAJO PRACTICO AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

1. En los siguientes ejercicios comprueba que Ai s un autovalor de A y que ¥; es un autovector
correspondiente.

wa=[; | M= 1 1 =(L0)  [2=-1 7 =01
4 -5 _ s _ _ 5 —
A= _3] r=—1 =11 [ he=2 v, =(5.2)
1 1 _ 9 _ )
c)A= 1 1] M=0 vy =(1-1) [he=2 vz =(L1)
2 3 1
DA=[0 -1 z] M=2 B, =(1,0,0) /r=-1 B, =(1-1,0)/ =3 By =(5,172)
0 0 3

2. Determina si ¥; es un autovector

a=[ 23 9=02.9=0@,5=01-2),7=(L0)
(1 2 3
A=[0 1 o v=(23,-1),v=(90,-6),v=(1,-64)
2 1 2
3. Encuentra geométricamente los autovalores y los autovectores de A
-1 0 1 o -1 0 1 o0
a)A‘[o 1] b)B_[o —1] C)C_[o —1] d)D_[o 0]
4. Determina cuéles de los escalares dados son valores propios para la matriz A dada.
_[0 9 - - - =.
a)A—_4 0 AM=0, A2=6, A:3=9, M=-6
[1 2 3
bYA=10 1 0| Mm=0, Ao=4, Az=-1, =2
2 1 2
1/2 2 3 0
0 10 2 _ _ _ _
C)A= M=0, A2=2, M3=1/2, M=2/5
) 0 0 3 2/5 1 2 3 4
0 0 0 2/5

5.SeaT: R >R® / T(X,y, z) = (X; 3x + 2y; 5x — 7y + 3z). Determina cuéles de los siguientes
vectores de R® son vectores propios de T. En tal caso, determinar el autovalor

a) (3,2,0) d) (0,—2,—14) g) (0,0,7)
b) (0,1,7) e) (41,3) h) (—2,6,26)
) (0,0,1) f (-1,3,13)
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6. Plantea la ecuacion caracteristica para cada matriz y calcula los autovalores y los espacios
caracteristicos de la matriz dada. Si la multiplicidad algebraica es mayor que 1, calcula la
multiplicidad geométrica

a)A:[—62 _13] b)A=_

1 0
1
-

2

c)A=

d) A =

coN OON
o wo
NCRINGEN
—

0 1

Demuestra que A = [_ 1 0] no tiene autovalores reales

6. Si los autovalores de A = [g Z] son A1= 0y Ao=1 ;Cudles son los posibles valores de ay d?

3 a
-1 b

autovector asociado al autovalor A = 1 en la matriz a. ;Cuaél es el otro autovalor?
1 0 1

a -2 2

3 0 -1

a) Calcula los autovalores y los respectivos autovectores.

7. A= [ ] calcula los valores de los parametros a 'y b para que el vector (-1,1) sea un

8. Dada la matriz A =

b) Determina el valor de a
10. Analiza la relacion entre valores caracteristicos y vectores linealmente independientes para las
matrices dadas, en la propuesta 4.
3 0 a
3 =1 b
-2 0 c
a. Calcula A de forma que (2, 0, -1) sea un autovector cuyo autovalor correspondiente es

11. Dada la matriz 4 =

A=-1

b. Hallar los demas autovalores y autovectores de A.

1 a d
12. DeterminalamatrizM=|2 b e | de manera que admita por autovectores a los vectores
3 ¢ f

(1,0,1),(-1,1,0) y (0,1,-1).
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MATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALIZACION DE MATRICES

MATRICES SEMEJANTES

DEFINICION: Se dice que las matrices A y B, ambas nxn, son semejantes, si existe una matriz
invertible C, también de nxn tal que B=C1AC

Suponga que B = C** A C. Entonces al multiplicar por la izquierda por C
CB=CC!AC como CCl=]
se obtiene
CB=AC
Definicion alternativa de semejanza
A'y B son semejantes si y sélo si existe una matriz invertible C tal que
CB=AC

Si dos matrices A 'y B son semejantes, entonces tienen la misma ecuacion caracteristica y por lo
tanto los mismos autovalores.
A ~ B (A es semejante a B) si se cumplen las siguientes propiedades:
e Det A = Det B (se demuestra en clase tedrica)
e Ay B tienen el mismo polinomio caracteristico (se demuestra en clase teérica)
pa(A) =det (A—Al); pg(l) = det (B — Al)
e Ay B tienen los mismos autovalores

Sean A = [_02 ﬂ y C= [[1L ﬂ determina una matriz B semejante a A tal que

B=C!'!A C
p=1 S0 A0 o
e P [ R B
Verificacion:

v |Al = |B|
|Al =-2 ; |B| = -2

v det (A—Al) = det (B —I)
—2-4 1 1_[-10—-1 -8
[o 1—4]‘[ 11 9—/J
(=2—=2D(1=-2D)=(-10—D(9 -1 +88
B+i-2=212+1-2
A+2)(1-2)

( Los autovaloresde Ay Bsoniguales A =—-2;1=1 J
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PROPUESTOS 1 determina si A 'y B son semejantes mediante las propiedades
-2 11 . 5, _[-4 -2
na=[ o e=[

o a=fy 3 co=fh

2 2 -1
Da=fp L ie=l; T

PROPUESTOS 2 determina el valor de la matriz C, para que A y B sean semejantes

a=[5 L) ie=lg

DIAGONALIZACION

Una matriz A nxn es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que A es semejante a D
Si D es una matriz diagonal, entonces sus autovalores son sus componentes en la diagonal principal,

entonces si A es semejante a D, Ay D tienen los mismos autovalores

4 )

Diagonalizar la matriz A = [(2) _14]

Solucién: por ser una matriz triangular superior los autovalores seran las componentes de la

. o _ 12 0 10
@agonal principal: A1 =2y A2 =1, porlotanto D = [0 1] o también D = [0 2]

MATRIZ DIAGONALIZANTE O DE PASO “C”
A de tamafio nxn es diagonalizable si y solo si a tiene n autovectores linealmente independientes.
Seanv;, v, ... 1, autovectores LI de la matriz A nxn. Se puede construir una matriz C cuyas
columnas serén dichos autovectores:

C=[vy v; vl
La matriz C nxn se denomina matriz diagonalizante o matriz de Paso. Como los autovectores son

LI, C tendré inversa, se puede entonces demostrar que
D=C!AC

donde D es una matriz diagonal cuyos elementos son los respectivos autovalores
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En el Ejemplo 1 hemos determinado la matriz diagonal sin necesidad de determinar la matriz C que
diagonaliza A mediante D = C™ A C. Pero esta matriz C es posible determinarla y es la matriz

cuyas columnas son los autovectores de A linealmente independientes.

La inversa de C se obtiene haciendo:

c = @ ~adj C siendo la adj C la transpuesta de la matriz de los cofactores C

gagonaliza la matriz A= [3 _14] , mediante la determinacion de la matriz C y posterior cé@

ClAC
Solucioén: al ser una matriz triangular superior los autovalores son A1 =2y A2 =1 (entradas en la
diagonal principal), los autovectores son v, = (1,0)y v, = (4,1) .

1 4

La matriz diagonalizante estara formada por los autovectores de A — C= [ 0 1

o al=lo Fide T gl
K D ct A C /

PROPIEDADES

e Dada una matriz diagonalizable, existen infinitas matrices semejantes (similares) a ella. Pero

la matriz similar diagonal, es aquella cuya diagonal principal son los autovalores.

e Paraque una matriz de n x n sea diagonalizable, debe tener “n” autovectores linealmente

independientes.

e Silamatriz A de nxn tiene n valores caracteristicos diferentes entonces A es diagonalizable

4 A

Diagonaliza determinando sus autovalores y verifica la diagonalizacion mediante la determinacion
de la matriz C y posterior calculode Ct A C

-1 0 -3

e A=|3 2 3

-3 0 -1
Solucién:

-1-2 0 -3
[A—All=] 3 2-2 3 |=A-2*QA+4)=0

-3 0 -1-1

Autovalores 4 = 2 (multiplicidad algebraica doble) y A = —4 multiplicidad algebraica simple.
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@ulo de autovectores \
-1-2 0 -3 X 0 -3 0 -3\ x 0

(a0 2)0-040 1 D0+
-3 0 —-1-2/ \z 0 -3 0 -3/ \z 0

Rz_)R2+R1<_3 0 _3>_> —3x—-3z=0 _){XZ—Z

R; - R; — R, 8 8 8 ec.de un plano }z]zz
—Z
El espacio solucion serd E “:{< y )} como tenemos dos variables libres, tendremos dos
Z

autovectores para v; = (1,0,—1) ¥, = (0,1,0) la multiplicidad geométrica es 2
3 0 -3\ /x 0 3 0 -3\ (3x—3z=0
. R R, — R
. 5|/1=—4<3 6 3><y>=<0)_’R2:R2+R1(0 6 6){6y+6z=0—>
-3 0 3/\z 0 ST\ 0 0 0z=0

VA
El espacio solucion serd E x—-F{(—Z)}, como tenemos una variable libre, tendremos un solo
VA

autovector para v; = (1,—1,1)

La matriz C estara formada por los autovectores hallados.

1 0 1 Jr 0o -1
0 1—1—>c—1=511 1

-1 0 1 1 0 1

C=

2 0 0] ¢ O —1][-1 0 =3][1 0 1
020=§11132301—1
0 0 —4 1 0 11l-3 0 —-1ll-1 0 1
H_J N v J I\ v J H_J
D ct A C
2 0 1
. B=[0 -1 1
0 4 2
2—2 0 1
Solucion:lB—All=| 0 —-1-2 1 [=@1-2)?(1-3)=0
0 4 2—-2

Autovalores A = 2,doble A = 3 simple
La matriz B sera diagonalizable si la multiplicidad geométrica del sistema es 3
Para A =2 tendremos (B-21)-v =0

0 0 1\ 0 z=0 z=0
0 -3 1 <y>= 0]>1-3y+z=0->{y=0
0 4 0/ \z 0 4y =0 xX=x

- J




Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

4 N

X
El espacio solucion serd E “:gen{<0>}, como tenemos una variable libre, tendremos un solo
0

autovector, como NO coincide la multiplicidad algebraica con la geométrica, la matriz no es

diagonalizable.

3 00
e E=[(0 0 O
0 2 3
Solucion: esta matriz es triangular inferior, luego los autovalores son los elementos de la diagonal

principal
3—-1 0 0
[E-2ll= 0 -1 0 |[=AB3-1)%*=0
0 2 3-1

Autovalores A = 3, multiplicidad algebraica doble, A = 0 simple

La matriz D seré diagonalizable si la multiplicidad geométrica del sistema es 3

Si A = 3 entonces tendremos (E-31)-v =0

0 0 0\ 0
-3y=0
(0 -3 0)(y>=<0)—>{2yy=0 —>{y=0
0 2 0/\z 0

X
El espacio solucion serd E H:{(O)}, como tenemos dos variable libres, tendremos dos autovectores

Z
1 0
1-7)1 = <0>‘l-7)2 = <0>
0 1
SiA=0haciendo (E-0I)-¥v=0

3 0 0\ /~x 0 _
3x =0 x=0
0 0 O (y) = (0>—>{ _ —>{ —_2y
<O 5 3) 2 0 2y+3z=0 VA 3

0
El espacio solucion serd E x—0:{< 3; )} como tenemos una variable libre, tendremos un autovector
~2y
133 = (0,3, _2)
1 0 O
La matriz C estara formada por los autovectores hallados C= [0 0 3 |—que existe C~ el
0 1 -2

procedimiento es similar al ejemplo para la matriz A

\_ /
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Observaciones:

a) En el ejemplo 4 la matriz A eR* tiene un autovalor de multiplicidad doble, y un autovalor
de multiplicidad 1, y tres autovectores LI, constituyen una base de R3, por lo tanto es
diagonalizable

b) En el ejemplo 4 la matriz BeR*3tiene un autovalor de multiplicidad doble, y un autovalor
de multiplicidad 1, y s6lo 2 autovectores LI por lo tanto NO es diagonalizable, ya que no
constituyen una base de R®

¢) En el ejemplo 4 la matriz EcR®? es triangular inferior los autovalores estan en la diagonal,
tiene un autovalor de multiplicidad doble y un autovalor de multiplicidad 1, y tres

autovectores LI por lo tanto es diagonalizable

OBSERVACION: que la matriz E tenga determinante cero, NO SIGNFICA QUE NO SE
PUEDA DIAGONALIZAR
MATRICES SIMETRICAS Y DIAGONALIZACION ORTOGONAL

MATRICES SIMETRICAS

Definicion: La matriz A de nxn se denomina simétrica si A =A!. Es decir las columnas de A son
también los renglones de A.

ey 1]

Una matriz simétrica tiene la propiedad de que es su propia “imagen especular” (imagen de un
espejo) con respecto a su diagonal principal. Las figuras correspondientes representan entradas
iguales, las entradas sobre la diagonal (cuadrados punteados) son arbitrarias.

\\\ . *
\\

A

* A TS

Una matriz cuadrada es simétrica si y solo si a;; = aj;

PROPIEDADES

Las matrices simétricas A nxn tienen varias propiedades importantes:
a) Sus n autovalores son numeros reales
b) Tiene n autovectores reales linealmente independientes
¢) Como consecuencia de la propiedad b) A es diagonalizable
d) Los autovectores correspondientes a autovalores caracteristicos diferentes, son ortogonales
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Unicamente en ese caso existe una matriz diagonalizante que es ortogonal Q
Se dice que una matriz A nxn es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal Q

tal que
D=Q'AQ

Observacion Q es ortogonal si Q' = Q™

Sea A una matriz real de nxn. Entonces A es diagonalizable ortogonalmente si y sélo si
A es simétrica
Pasos a seguir:

a) Plantear la ecuacion caracteristica y determinar los autovalores (observar la multiplicidad
algebraica si hubiera)

b) Determinar los autovectores y una base para cada subespacio propio de A

c) Si hay autovalores distintos, los autovectores son ortogonales, linealmente independientes y
solo deben normalizarse. Si hay multiplicidad algebraica, hay que ortonormalizarlos, segun
el Proceso de Grand Schmidt, para obtener las bases de cada subespacio propio de A (o sea
la matriz Q)

d) Ubicar en una sola matriz estas bases normalizadas obteniendo asi una base ortonormal Q

formada por los autovectores de A.

iagonaliza la matriz A= [g 130] , mediante la determinacién de la matriz Q y posterior czm
Q'AQ=D

Solucién: puesto que |[A — Al| = |2 -2 3

3 10—1
=A-1)A-11)

=12 -122+11

Célculo de autovectores
-sia=1 o (U570 1 )6)=0)-G 9G)=6)
(6 06)

(g)—>x+3y =0

. ., , -3 . .
El espacio solucion serd E H:{( yy)}’ como tenemos una variable libre, tendremos un solo

autovector para v, = (3,—1)

e sia=u (350 0 ) (;) -~ 2) G) = (o)

(3 9G)=(g)>—ox+3y =0
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. ., , X . .
El espacio solucion serd E x=11:{(3x)}, como tenemos una variable libre, tendremos un solo\

autovector para v, = (1,3)

La matriz Q estara formada por los autovectores hallados.
Q= [_31 ;]—> Claramente se ve que los autovectores son ortogonales

1_7)1 ' 1_7)2 = (3l_1) ' (1l3) =0

- > 1 3 L2 _L 1
Para que sea ortonormal, normalizamos los autovectores Ul_\/T_o(_1) ; Uy = 10(3)
3 L 3 L
=2 P et=e o= Y
vio V1o Vo V10
3 1 3 L
[1 0]= Vio Vio [2 3] Vio V10
0 11 1 3 (13 10l|=L 3
V10 V10 10 10
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TRABAJO PRACTICO MATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALIZACION

1. Define matrices semejantes y sus propiedades.
2. Determina las matrices semejantes y valida con las propiedades

_42} B_{zo} oolo o ol eelo e

2 4 0 3 1 -3 3 00 a
. 2 1 2 0]

3. Sean las matrices [6 3] y [1 1

a)
b)

c)

d)
e)

Indica de las matrices dadas, cuél de ellas es la matriz C (siguiendo la nomenclatura)
utilizando las matrices dadas, encontrar una matriz semejante a una de ellas (B)

¢puede obtenerse otra matriz B* semejante a alguna de las matrices dadas, planteando una
matriz C distinta?

encuentra los autovalores de A, By B*

encuentra los atuovectores de A ,B y B*

4. Define diagonalizacion de matrices. ¢ Todas las matrices se pueden diagonalizar? ;Qué relacion
debe existir entre multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica? ¢la matriz diagonalizante y

la matriz diagonal son Unicas?

5. ¢Cudles matrices por simple observacion podrias decir que son diagonalizables y por qué?

2 0 -2 0 0 -2 2 0 =2 1 2 3
A=10 3 0 byp=[1 2 1 c)R=([0 1 -—-1] d)S=(0 2 0
0 0 3 1 0 3 0 -1 1 0 0 3

6. De las matrices dadas en el punto 5, explica el proceso de diagonalizacion de cada una de ellas.

a 0 0
7.SeaA=|1 1 0] obtén todos los valores de a para que
0 0 2
) sus autovalores sean distintos. ¢ A es diagonalizable para estos valores de a?

i) para a = 106 a = 2 verifique si es diagonalizable.

-2 0 0
8. Sealamatriz A=|1 2 1] encuentra los autovalores de la matriz A y determina que
3 01

autovectores permanecen sin cambio luego de la transformacion lineal T: R3— R% T(¥) = A
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9. Encuentra “a” tal que A = 3 sea un autovalor de multiplicidad 2. ¢ Es diagonalizable la matriz?

a -1 0
justifica tu respuesta. A=10 3 0
0 0 -5
10. Encuentraa, b, ¢, d, e, f tal que los vectores (1,1,1); (1,0,-1); (1,-1,0) sean autovectores de
1 1 1
lamatriz A=|a b ¢
d e f
1 a b
11. ¢Paraqué valoresdea,bycresultaA=|0 1 c|diagonalizable?
0 0 1
0 1 0
12. a) Halla el polinomio caracteristicode A=|0 0 1
a b c

b) Halla de A las incognitas a,b,c siendo sus autovalores las raices de t3 — 3t? + 2t

1 2 3
2 a b
0 0 3

doble, y A sea diagonalizable

13.  SeaA = Determinar los valores de a'y b de modo que A = 3 sea un autovalor

Ejercicios surtidos !!!!

14.  Dados los siguientes vectores y valores propios, hallar la matriz A

a) V1= (_11) Uy = (%) A=l ho=4

1 1 2

b) v; = (1) Uy = <O) , Vg = <1> A1=A2= 3, A3=4
0 1 2
1 0 2

c) v_l’:(3>,v_2’=<3)v_3’=<1> A=l Ao=4 A3=-2
0 1 -3

15.  SeaT:R>-> R¥ T(x,y) = (x + 4y,x + y) y B = {(1,0), (0,1)}, halla:
a) la matriz asociada a la transformacion
b) la ecuacidn caracteristica y los valores propios
¢) la matriz de Paso o diagonalizante C

d) la matriz diagonal D

16.  SeaT:R*->R% T(x,y,2z) = (—11x — 10y + 52,4y, —15x — 10y + 9z), hallar:
a) la matriz asociada a la transformacion
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b) la ecuacidn caracteristica y los valores propios
¢) la matriz de Paso o diagonalizante C

d) la matriz diagonal D

17.  SeaT:R*->R¥ T(x,y,2z) = (—2x + y,kz,x —y + 3z), hallark eR paraque =~ 1 =

sea autovalor de la transformacién y determinar el subespacio de autovectores asociados

18. ¢Como debe ser una matriz para que sea diagonalizable ortogonalmente? ; Las matrices
simétricas son siempre diagonalizables? ¢Si tiene multiplicidad algebraica, se puede predecir sin
hacer calculos si es diagonalizable o no?

19. Diagonaliza las siguientes matrices simétricas

3 0 0 2 1 1
a)A:[‘lL ﬂ b)A=[g 2 )A=|0 —4 2] DA=|1 2 1]
0 2 -1 11 2

20. Verifica el teorema que dice: Si A es una matriz simétrica, entonces cualesquiera de sus

autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

3 0 0
A=10 -4 2
0 2 -1

2. A= [; ;] no es simétrica. Demuestra que no es diagonalizable ortonormalmente
22.  Encuentra una matriz simétrica de 2x2 con 4, = —1 y 4, = 2 y autovectores ortogonales

correspondientes a v; = G) YU, = (_11)

-3
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ECUACION COMPLETA DE SEGUNDO GRADO EN DOS VARIABLES

En la Unidad 2 hemos realizado el estudio de las conicas a partir de una ecuacién de segundo grado,
donde el término xy (producto cruzado era igual a cero, ya que los ejes de simetria coincidian o eran
paralelos a los ejes coordenados), en esta unidad vamos a realizar el estudio, pero con la ecuacion
completa de segundo grado

ax?+bxy+cy?+dx+ey+f=0
N\ U y,

Y Y.
donde Forma cuadratica Forma lineal

e sib=d=e =0,laconicase encuentra en posicion normal o estandar en relacion a los
ejes coordenados, porque los ejes de simetria corresponden a los ejes coordenados y el
centro o el vértice coincide con el origen de coordenadas.

e sib=0,perod # e # 0 laecuacion representa una conica trasladada. El centro se
encuentra trasladado y los ejes son paralelos a los ejes coordenados

e sid=-e=0yb + 0esdecir figura el término xy la conica se encuentra rotada, es decir
tiene los ejes girados respecto de los ejes coordenados, pero no hay traslacién

Si la conica se encuentra entonces rotada o trasladada la idea es llevarla a la forma canonica. Para
ello es necesario eliminar el término “xy” o sea el producto cruzado, mediante transformacion de
coordenadas. Analizaremos dicha transformacion de rotacion.

ROTACION DE CONICAS

La ecuacion ax? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0 se puede expresar en forma matricial de la
siguiente forma
b

2ot aff]er=o
C

[x Y]

N|T ©

N o

Si X = [;] A= matriz simétricay K = [d e], queda

NjlT ©

XTAX+KX+F=0 1)

Lamatriz A es simétrica y por lo tanto tiene autovalores reales y puede diagonalizarse ortogonalmente
a través de una matriz Q ortogonal, que esta formada por los autovectores normalizados de A.

El proceso general para llevar una conica a su forma estandar, si el coeficiente b # 0, es tomar un
nuevo sistema de coordenadas, eliminando el término “xy” que corresponde a la rotacion.

Si se giran los ejes coordenados un angulo a, entonces todo punto del plano tiene dos representaciones
(x,y) en el sistema original y (X", y') en el nuevo sistema. Lo mismo sucede con los vectores, todo
vector en el plano, tiene dos representaciones:

<
I

xi + yj en el sistema original de coordenadas

<

= x"I" + y’j” en el nuevo sistema.
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Para determinar las relaciones entre x e y de un sistema

y x’e y’del nuevo sistema, deduciremos las relaciones ’
entreiyjeiyj’ .
I" = cosai + senaj o "'P
Jj = —senai + cosaj
- I \ X
Entonces sustituyendo en v = x’i" + y’j” nos quedaria X @
= x'(cosai + senaj) + y’'(—senai + cosaj) ) j ,
v = (x’cosa — y’sena)i + (x’sena + y’cosa)j ; j . X

Entonces como v = xi + yj

{x = x'cosa — y’'sena

, , Ecuacion de rotacion
y = x'sena + y’cosa

en forma matricial nos quedaria

X cosa —senay[x’ . x cosa —senay ., [x
[y] - [sena cosaJ[ ] osiX = [y]'Q - [sena cosa X = [y]
S
X = Q X’ (rotacidn antihoraria) (2)
T'=(Qx)"
— X'TQT

Reemplazando (2) en (1)se obtiene la ecuacion de la conica no rotada en los nuevos ejes X', y

XTQTAQX +KQX +F =0 donde QTAQ =D = [0 /1]
2

XTDX +KQX +F =0

Los autovalores 4, y 4, no puede ser ambos nulos porque las dos matrices son semejantes

a
b= [0 AZ]”_ b
2

2
Teniendo presente por propiedades de matrices semejantes que |A| = |D| entonces ac — b: = LA,

N o

si 4, = A, = 0; A seria una matriz nula
C

se distinguen tres casos, que se pueden analizar o bien calculando el |A| o analizando el |D]|

CASO I: |D| = 4,4, > 0 Los autovalores tienen el mismo signo. Es una cénica tipo eliptico: una
circunferencia real, una elipse real, una cénica degenerada (punto) o no existe lugar geomeétrico.

CASO II: |[D| = 4,4, < 0 Los autovalores tienen #signo. Es una conica tipo hiperbolico: una
hipérbola real o hipérbola degenerada (para de rectas concurrentes) o no existe lugar geométrico.

CASO llI: |D| = 444, = 0 es una coénica tipo parabolico. Uno de los autovalores es nulo: una
parabola real o pardbola degenerada (para de rectas paralelas) o no existe lugar geometrico.
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Maliza de qué conica se trata, grafica. \

x% +4xy +y? =1

Se puede analizar el |A| = B i = —3 < 0 —»tenemos una conica de tipo hiperbdlico

El otro analisis exige el calculo de los autovalores A, haciendo det (A— Al) =0

1-4 2

a-an="5" 2

|=A2-24-3 4, =32,=-1

A, = —3 < 0 — es una conica de tipo hiperbdlico

La expresion matricial de x? + 4xy + y? =1es

iy hl=1
X = QX

X7 B Z]X = 1haciendo el cambio de coordenadas XT = (X’ )"
T AT 1 2 s T g—
XQ[Z 1]QX—1—>X DX =1

=l Sl ]

Donde x” y” son las coordenadas del vector (x, y) en una base ordenada ortonormal (Q)
constituida por los autovectores de A correspondientes a 4; = 3 y 1, = —1. Para hallar los ejes
de la hipérbola, basta hallar dicha base.

-

Los vectores propios de A son las soluciones (4 — AI)v = 0
ParaAd, =3 (_22 _22)—>(_02 g)—>—2x+2y=0—>x=y—> Elz{(z)}—n?l = (1)

a1 (G )G P armmomrs o n= ()0

Los vectores ¥, y ¥, forman una base ortogonal de R?, . Para obtener una base ortonormal de
vectores propios (Q), debemos normalizar los vectores ¥; y v,0 sea dividirlos por sus médulos. Se
obtiene asi:

5= () 10 =27 = (5.5) [ vz
ﬁzk(f)wmz(%é)

Eje X" Ejey’
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Respecto a las variables x"e y’, los versores v; y ¥, juegan el mismo papel que los versores de la
base canodnica respecto de las variables x e y. Podemos decir que la base ordenada ortonormal Q s¢
obtiene girando oportunamente la base ordenada estandar. Pero como s6lo importa la direccion de lo
nuevos ejes X' e y’, alcanzaria para graficar los nuevos ejes los valores de v, y

1
|
1
1
1
1
1
|
1
1
1

-1 0 X

adecuadamente los ejes X,y

Yy’

Ahora podemos graficar la hipérbola cuyo semi eje real es el eje x’

0

V3

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

X

Los nuevos ejes X" e y estan en la direccion de v, y v,, respectivamente, y se obtienen girando
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&)ada la ecuacion cuadratica 5x2 + kxy + 5y% + 4x + 4y = 0 \

C)parak =

Solucién

a) Escribe la misma en forma matricial
b) Determina el intervalo de k para que dicha ecuacion resulte:

b.1 una elipse
b.2 una parabola
b.3 una hipérbola

detallado de cada uno de los pasos
d) indica la direccion de los nuevos ejes y grafica la conica sobre dichos ejes

a) 5x2+kxy+5y?+4x+4y =0

—6 obtén la ecuacion candnica, indicando de qué conica se trata, realiza un analisis

[x*

o

k
. ., 5 S| rx X
Como hay términos en xy hay una rotacion [x Y|, [ ] +[4 4] [ ] =0
£ 5|y y
2
b)  Analizamos el determinante para ver de qué conica se trata
5 K 2 > >
Al=|, ?|=25-—<0-100-k?< 0
£ 5 4 —
. = =
DetA> 0 DetA< O DetA=0
100 — k? >0 100 —k? <0 100 —k?=0
—10 < k <10 (k # 0) k>10 vV k< —10 k = 10 rectas//,k = —10
c) 5x2—6xy+5y2+4x+4y=0
-3 _
% 2 e af)=o
X =0Xx’
XTAX+KX+F=0 (1) sustituyendo en (1) < X7 = (QX)T
— X'TQT

Nos queda la ecuacién de una cénica en el nuevo sistema X'y”
XTQTAQX +KQX =0 donde QTAQ=D = [o 3 ]
2
XTDX +KQX =0

N[ L)+ aef]=o
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@emos calcular entonces dos matrices, la matriz diagonal D compuesta por los

5-4 |
-3 5-21

3

Para l, = 2 (_3

El espacio solucion

-3

Paral, =8 (_3

= (5-2)?

Caélculo de los autovalores det (A — AI) =0

autovalores y la matriz Q compuesta por los autovectores normalizados de A.

—9=0-1°-101+16=0-> 4, =2A 1, =8

Para hallar los autovectores, se plantea (4 — AI)v = 0 para cada uno de los autovalores hallados.

CZ s2D6)=0)

_33)() (8 ( _03)(;)—>Bx—3y=0_>x=y

6= (

)
)

sera Exi= gen{(
0
0

)} luego un autovector para v; = (1,1)

((5; g)(y)"3x+3y=0—>x:_y

\

El espacio solucion serd E u:gen{(_y )} luego un autovector para v, = (—1,1)

La matriz Q estara formada por los autovectores normalizados hallados, es la matriz de rotacion

R I
Q= \/12 1\/5_) Q" = \/51 \/15
V2 V2 V2 V2
|Q| = 1 se trata de una rotacién en sentido antihorario
[ 1 1 1 1] 1 1
. oAl vz VEZITs =311vz V| [x o vz X
LI 4[—3 o | 1 R O e
V2 V2 V2 V2 | 2 2
[ 1 1
, 01[x vz Vz|[x
Yy gl [y']”“ Al _y']
| V2 2
2 2 [8 x| _ 8
2x“ + 8y +L/E 0][y,]—0 - 2x“+8y +ﬁx—0

2x% + 2y + 8y

N = 0 completando cuadrados

2(x'2+%x'+2—2)+8y'2=0

2 (x’ +\/2—§)2 +8y?%=4
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6 La direccién de los nuevos ejes va a estar dada por los autovectores v; = (1,1) v, = \
(-11)

Pero sabiendo que Q es igual a una matriz de rotacion, se puede también girar en sentido
antihorario el &ngulo 6 correspondiente y marcar los ejes rotados

1 1
V2 V2| _ [cos® —senf _ 1 o
11 _[sene cosé _)COSH_\/E 6 =45
V2 W2

Para graficar la elipse vamos a encontrar las coordenadas del C y de los vértices mayores y

menores en el sistema xy sabiendo que X = QX~
1

5 o[- -t
EREY l Oﬁl =24
V2 2

En los ejes rotados los vértices mayores seran V(h + a,0) - V; ( oL ) y V,(0,0)

En el sistema xy
1 1

- - 4
——=| _1-2
=7 [ ﬁl = [_2] ; V2(0,0)
V2 \zZ
En los ejes rotados los vértices menores seran (h,k + b) — (—\/—_,+\/_)
En el sistema xy
1 1 2 3 1 2 1
s vz V2| V2|2 f vz vz|_ |2
1 1 1 1 1 1 1 3
Na T2 \/— Nell e 2

Graficando los ejes, el centro y los vértices se puede hacer el trazado de la elipse.
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4 R

3. Dada la siguiente ecuacion x? + (2k — 4)xy + y? = 1 encuentra el valor de k para que la

ecuacion represente un par de rectas

Solucién:  Las conicas que degeneran en un par de rectas son las hipérbolas y las parabolas,
observamos que no hay términos lineales en x e y por lo tanto no hay traslacion Unicamente

rotacion

1 k—Z]

La matriz A = [k Zy 1

para que sea una conica de tipo parabdlicoel [A|=0->1—-(k—2)2=0->(k—2)* =1

Sik=1-x*-2xy+y’=1->(x—-y)=1
tenemos dos rectas paralelasx —y =1 A x —y = —1

Sik=3->x*+2xy+y’=1->(x+y)2=1

tenemos dos rectas paralelasx + y =1 A x +y = —1

Para que sea una conica de tipo hiperbélico |A| <0 ->1—-(k—-2)2<0-> (k—2)?>1

k >3 Ak < 1. Para que la hipérbola degenere en un par de rectas concurrentes, el término
independiente debe ser cero, cosa que no ocurre en este caso.

/

237



Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero AGA

~

El ejercicio 3 también se podria resolver de la manera como se venia trabajando

x2+ Rk—4xy+y?=1

SR PP MR

X =0Xx’
XTAx=1 (1) sustituyendo en (1) { X7 = (QX)T
XT — X'TQT

Nos queda la ecuacion de una conica en el nuevo sistema Xy’
XTQTAQX =1 donde QTAQ =D = [ ]
0 1,
XTDX =1
[x y'][o ﬂz” ]—1—> LWx?+ L,y?%=1 (2)

Célculo de los autovalores det (A — AI) =0

-4 k-

|k—2 1— /ll A-D*=(k-2) =0->1A-D=|k-2|=(—-2)*>

M =—-k+3A 4, =k—1 sustituyendo en (2)

(—k+3)x?+(k—-1)y?=
Como se busca un par de rectas paalelas, una de las variables cuadraticas deben ser nulas

Sik=3-2y%=1
Sik=1-2x?=1

Para graficar es necesario el calculo de los autovectores que nos daran las direcciones de lo

k ejes rotados. /
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TRABAJO PRACTICO ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO EN DOS VARIABLES

X
1) SeaX = [y] . Calcula XTA X para las siguientes matrices

4 0 3 -2
a)A:[O 3] b)Az[_Z 7]
2) Dadas las siguientes ecuaciones escribe esta forma cuadratica como XTA X
a) 2x%+xy + 7y?
b) 3x2 + 3xy
c) 3x2+y2—z>+4xy—6xz+yz
d x2—2z2+4+2xy—xz+yz

e) xy

3) Dadas las siguientes ecuaciones escribe esta forma cuadratica como XTAX + KX + F
f) 2x2+xy+7y*+2x—y+8
0) 3x2+4xy—y®+y
h) 3x2+y2 —z2+4xy—6xz+yz+8x+y—z+2
i) xy+8(enR?

4) Aplicando transformacion de coordenadas describe y representa las conicas siguientes:
a) 5x2+6xy+5y?—8=0
b) x2 —2xy+y2—-8=0
c) xy+1=0
d) 16x% —24xy +9y? —38x—34y—24=0
e) 5x2+5y% +2z% + 8xy + 4xz + 4yz = 100

5) Hallar el valor de k para que la ecuacionx? + y2 + 2kxy = 1 represente un par de rectas

6) Determinar la ecuacion de la parabola que tiene por directriz larectax + y — 6 = 0y por
foco el origen de coordenadas. Expresar la solucion en su forma canénica

7) Dada la ecuacion 16x? + 9y? + kxy + 50x — 100y + 50 = 0, hallar k de manera que la
ecuacion corresponda a una parabola
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